Oppgavesamling

Kontrolloppgaver

MAT101 - Brukerkurs 1 matematikk

Amir Hashemi

Eventuelle kommentarer tas imot med glede: ahas@hvl.no
Eventuelle feil legges ut her:
http://home.hib.no/ansatte/ahas/mat101/feil/



Kontrolloppgaver

Dette heftet er en oppgavesamling for leerestoffet i emner i Brukerkurs i mate-
matikk (MAT101)

Det er ikke ment at denne oppgavesamlingen skal dekke pensum i de nevnte
emner men skal hjelpe studentene & repetere de vitkige og sentrale delene.
Du skal ikke regne disse oppgavene fgr du har lest teorien og har regnet opp-
gavene pa oppgavelisten fra laereboken

Forord

A lzre hvordan 4 lpse problemer i matema-
tikk er & vite hva du skal se etter. Matematis-
ke problemer krever ofte etablerte prosedyrer og
vite hva og nar man skal bruke dem. Her er
det en del tips hvordan man skal lgse et pro-
blem.

1. Les oppgaven og forsta problemet:

e Les problemet ngye flere ganger. Hva blir du
bedt om & finne eller vise?

e Kan du omformulere problemet med dine egne
ord?

e Kan du tenke deg et bilde eller et diagram som
kan hjelpe deg & forsta problemet?

e Spgr deg selv, hvilke metoder, teorier kan bru-
kes her?

2. Legg et Plan:

e Velg dine strategier for a lgse dette problemet.

e Prgv ut dine strategier. (Bruke formler, forenkle, bruk skisser, gjette og sjek-
ke, se etter et mgnster, osv.)

e Hvis strategien ikke fungerer, kan det lede deg til en "aha"gyeblikk og til en
strategi som fungerer.

3. Los:
e Bruk dine strategier for 4 lgse problemet.

4. Kontroller og reflekter:
¢ Se gjennom framgangsmaten og lgsningsmetoden.
e Ser svaret fornuftig ut?
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Kontrolloppgaver - Kapittel 1

Skriv sa enkelt som mulig:

x 1 1 1 xXy/x—x
a) — b) — c) ———
x2—9 x—3 V3—1 V/3+1 x—/x
Oppgave 2
Skriv sa enkelt som mulig:
2) xsﬁ L% b) a+a o xvV/x2 : xsﬁ
Oppgave 3

Skriv fglgende tall som et rasjonalt tall: b der og p, q er hele tall og ¢ # 0 .
q
i) 2,151515... ii) 2,3151515... iii) 2,34151515...

Oppgave 4

1. En verdi vokser fgrst med 20 % og deretter med 25 %.
Hvor mange prosent har verdien vokst?

2. Prisen til en vare settes ned fgrst med 20 % og deretter med 25 %.
Hvor mange prosent har prisen synket?

Oppgave 5

4n
Volumet til en kule med radius r er gitt ved V = ?r?’ .

a) Sett opp volumet nar r =R, , r = 2R, og r = 3R,,.
Bestem den absolutte og relative endringen til volumet nar radien er
i) fordoblet ii) tredoblet.

b) Bestem radien r fra (1) uttrykt ved V.

Bestem den absolutte og relative endringen til radien nér volumet er
i) fordoblet ii) tredoblet.

Oppgave 6

a) En stgrrelse gker fra verdien A til (3,17)A.
i) Bestem den absolutte tilveksten.
ii) Hvor stor er den relative gkningen?
iii) Bestem vekstfaktor.

b) Radien til en kule vokser fra 10 cm til 10,2 cm.
i) Hvor mange prosent har radien gkt?
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ii) Hvor mange prosent gker overflaten?
iii) Hvor mange prosent gker volumet?

Oppgave 7
Lgs ligningene:

X
14—y = 20, 000.
a) (1+755)

b) Vvi4x++v/x—1=3

1
c) ﬁ+ﬁ=2,derx#0.
Oppgave 8

Avgjer om implikasjonen gjelder (sann eller usann):
a) (x—2°+(y+1)2?=0 = x=2Ay=-1

b) (x—2 +(y+1)*=0 & x=2Ay=-1
) (x—2P+(y+1) =0 = x=2Vy=-1

d) (x—22+(y+1)?=0 & x=2Vy=-1
Oppgave 9

a) Vis at hvis n er et odde tall, sa er n? er et oddetall.

b) Hva er kontrapositivt bevis ?
Vis at hvis n? er et oddetall, si er n er et oddetall.
¢) Vi har utsagnene:

e: Jeg har eksamen snart I:  Jeg leser mye.

i) Skriv felgende utsagn ved bruk av e, 1 og konnektiver:
Jeg har ikke eksamen snart og leser ikke mye.

(ii) Gi en verbal formulering for det sammensatte utsagnet e = 1.
Gi en formulering av negasjonen til utsgnet. Uttrykk ferst negasjonen ved
bruk av e, 1 og konnektiver. Lag deretter en verbal formulering.

d) Anta p er usann. Angi sannhetsverdi til fglgende sammensatte utsagn:
DpA(mpve) i)p=q i) pVg=>pAg
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Oppgave 10
a) Vis at polynomet P(x) = x®> — x* — 4x + 4 er delelig med x —2 og x + 2.
b) Bestem restleddet til polynomdivisjonen P(x) = x> —7x—2:x—3.

¢) Bestem r uten a utfgre divisjon:

x2+3x%2—4x—7 r
= q0)+ ——
x+3 x+3

Gjennomfgr divisjonen og bestem q(x).
x3+3x%+2
d) Gitt f(x) = ——.
) Gite () ==
Funksjonen har en skra asymptote. Bestem denne ved polynomdivisjon.
Hint:
Noen rasjonale funksjoner kan ha skra asymptote.

Hvis differansen mellom stgrste grad i telleren og nevneren er ngyakig 1, har
den rasjonale funksjonen skra asymptote:

PGy T
BT aeTeS

f(x)

y = ax + b kalles for skra asymptote.

Eksempel:
x3+1

Gitt =
it £ (x) x2+2

. Ved polynomdivisjon far vi:

—2x+1

3 (2 —
( X +1).(x +2) X+ 212

—x®—2x
—2x
x3+1 —2x+1
= x4+ =
x2+2 x2+2

Vi kan da skrive: f(x) =

y = x er skra asymptote:
lim f(x)—x
X— 00

Oppgave 11
2R for r >
Laf(r)= 7 OI'T'_RO'
0 for r <R,
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Fasit - Kontrolloppgaver- Kapittel 1

Oppgave 1
x

X x+3 3
a)

X2—9 x—3 (x—3)(x+3) (x—3)(x+3) x2-9
b) 11 V3+1 B VvV3—1 _ 2
B V3—1 V/3+1 (V3-1)(V/3+1) (V3+1)(v/3—-1) (¥3)2—12

C_)lxﬁ—x_ x(4/x—1) _L_‘/—
x—Jx  Jx(/a-1) Jx "

Oppgave 2

2 XX

Vx|

as/ a 11 2 6+3—(3+2) 4

b) —— =g+ 20+ =g~ % =gs=q
v3aW

0 x v x2 : x+/x :X(1+%_%)_(1+1 1
Jx oo yx

Oppgave 3

i)

a=2,151515...

100a = 215,151515...

Vi kan da fa: 100a —a = 215,1515...—2,1515... = 213, eller

2371

99 33

ii)

a=2,3151515...

10a = 23,151515...

1000a = 2315,1515...

Vi kan da fa: 1000a — 10a = 2315,1515... —23,1515... = 2292, eller
2292 382

T 990 ~ 165

iii)

a=2,34151515...

100a = 234, 151515...
10000a = 23415, 1515...

Vi kan da fa: 10000a — 100a = 23415, 1515... — 234,1515... = 23181, eller
23181 _ 7727

9900 3300
Oppgave 4

1,25(1,204) —A
) A

wInN

= va2.

6+4—3—(6+3—2)
6 = xO = 1

a=

- 100 = 50. Verdien vokser da med 50 %.
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0,75(0,84) —A

b) A - 100 = —40. Verdien synker da med 40 %.

Oppgave 5

a) V= 4?7-[1”3
Radien Volum Absolutt endring Relativ endring
rn=Ry: V1= 4?TCR(B)
r,=2R,: szngﬂRg i) VZ—V1:28T7TR'3. ) VZ‘ZV1=7
rs=3R,: V,= %Rg i) Vv, —V, = %Rg. iy BV g6

1
Det vil si at volumet er steget med 700 % og 2600 % nar radien er fordob-
let og tredoblet.

3V
b) r=4/—
4
Radien Volum Absolutt endring Relativ endring
vi=v,: R =12
1— V1~ 1= \ 41
6V 3V, R,—R
V, =2V, : Rzz\ —1  DR,—R,=\Z2W2-1). i)>2—-
4 41 R,

=v2—-1~0.26

9V { 3V R;—R
V=3V, : RB=\4—1 ii) Ry —R, = 4—7;(3/5—1). ii) 3R L= V/3-1~0.442
1

s
Det vil si at radien er steget med 26 % og 44,2 % nar volumet er fordoblet

og tredoblet.

Oppgave 6
a)i) 2,17 A ii) 2,17 (217 %)  iii) 3,17

b)) 2711 oy

T
S,—S, _ 4m(10,22—10%)

S, 47102
4r

— (10,23 —10°

Vo—Wy 3 ( )

iii) = ~6,1%
Vi 41103

~ 40

ii)
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Oppgave 7

X
1+ —<)% = 20, 000.
a) (1+750)

x =100(20,000"%° —1) ~ 40,7

b) Vax++vx—1=3
Vx—1=9—4x
x—1=(9—4x)>*=81—72x + 16x?
16x*—73x+82=0
16(x —2)(x—2,5625) =0,
x =2V x =2,5625. Sjekker svarene og dermed x = 2 er rett svar.

1
c) ﬁ+ﬁ=2,derx7é0.
Multipliserer begge sider med 4/x (x # 0):

x—24/x+1=0o0gdermed x = 1.

Oppgave 8

Avgjgr om implikasjonen gjelder (sann eller usann):

a) (x—22+(y+1)P*=0 => x=2Ay=-1 Sann
b) (x—2 +(y+1)’=0 & x=2Ay=-1 Sann
o) (x—2P+(y+1) =0 = x=2vVy=-1 Sann

d) (x—2P2+(y+1)P=0 & x=2vy=-1 Usann
Legg merke til at i del d) hvis x = 2 og y er noe annet enn y = —1, for
eksempel y = 0, blir da (x —2)? + (y + 1)® # 0 og dermed usann.

Oppgave 9

a) n=2k+1,derk=1,2,---
n? = 4k* + 4k + 1 = 2(2k? + 2k) + 1 = 2p + 1 der p kan vere et naturlig
tall.

b) Kontrapositivt bevis handler om & anta at konklusjonen er usann, og finner
at da er premissene det ogsa. Nar du da snur dette pa hodet, har du bevist
pastanden, det vil si man beviser =g = —p istedenfor p = q.

For & vise at hvis n? er et oddetall, s er n er et oddetal, kan vi benytte
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kontrapositivt bevis: Vi kan vise hvis n er et partall, s& er n® er et partall :

n=2k,derk=1,2,---
n* = 4k? = 2(2k?) = 2p der p kan vere et naturlig tall.
c) i) —eA-l

(ii) Hvis jeg har eksamen, sa leser jeg mye (e = 1).
Negasjon til utsagnet er da: =1 = —e.
Hvis jeg ikke leser mye, sa har jeg ikke eksamen.

d) Anta p er usann. Angi sannhetsverdi til fgplgende sammensatte utsagn:
i) p A(—p Vq) usann
ii) p = q sann
iii) "pV q= p Aq usann (1 = 0 er usann)

Oppgave 10

a) P(x)=x3—x%—4x + 4 er delelig med x — 2 og x + 2 fordi:
P(2)=0o0g P(—2)=0.

b) Restleddet er 4 : P(3) =4 der P(x) =x>—7x—2

¢) P(x)=x>+3x2—4x—7.
Restleddet: r = P(—3) =5

q(x)=x*—4
3 2 . 2 S
X7+ 3x°—4x —7)T(x+3):x —4+
3 2 x+3
—x>—3x
—4x =7
4x +12
5
d) y = x + 3 er skra asymptote:
—2x —4
( x®+3x? +2)+(x2+2)=x+3+ —"
3 x2+2
—X —2x
3x%2—2x+2
—3x? -6
—2x—4

Oppgave 11 I graf (2) pg (3) ser vi: f(r) =0 nar r <R,.
f(Ry)=2,f(2Ry)=1/20g f(3Ry) =2/9 . Dermed graf nr. 3 er rett svar.
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Kontrolloppgaver - Kapittel 2
Oppgave 1

a) Hvavil det si at y = f(x) er en funksjon?
Hvilken av fglgende relasjoner kan beskrive en funksjon?
i) y =x? i) y?=x iii) y?=x,y >0

b) Gitt f(x)=x>+2o0g g(x) = vVx —2.
Regn ut f(v/2) og g(29) .

Regn ut f(g(10)) og g(f(2)).
Bestem f(g(x)) og g(f(x)). Hva kan vi si om f og g?

¢) Tegn grafene: i) f(x)=3x+2, —2<x<1 i) f(x)=x%, —2<
x<2

d) Sett opp en linezr overgangsformel fra grader til radianer gitt at 180 gra-
der er 7 radianer og O grader er O radianer.

Oppgave 2

i) Bestem definisjonsmengden og verdimengden til falgende funksjoner:

1
a) y=+vx-—2 b) Y=11
1

x2—1

d y=

ﬂH
\V)

¢ y=

ii) Hvilke av disse kan ha invers funksjon? Bestem inverse funksjonen til

disse.
Oppgave 3
Gitt ulikhetene:
x+2y <50
x+2y <50
a b) { 3x+4y <120
x=0,y=0
x>0,y>0

i) Tegn omradet i planet avgrenset av ulikhetene.
Bestem alle hjgrner i dette omradet.

ii) bestem stgrste verdien til P: P(x,y) = 5x + 3y under betingelsene gitt i
a) og b).
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Oppgave 4

En bedrift produserer 2 ulike type vesker med, store vesker med enkel design
(type A) og mindre vesker med avansert design (type B).

Produksjonen av veskene fgregar ved to avdelinger, pa 1. avdeling, der en job-
ber til 120 timeverk pr. dag, blir veskene sydd, og det tar 3 timer per veske
av type A og 2 timer per veske B. Pa 2. avdeling blir veskene utsmykket, og
her jobber en opp til 100 timeverk for dagen. Det blir 1,5 timer & gjore ferdig
veskene av type A og 2 timer for veskene av type B. Nar veskene blir solgt, gir
veskene av type A en fortjeneste pa 100 kr per veske, mens de andre veskene
gir en fortjeneste pa 150 kr per veske.

a) Grunngi at gnsket & maksimere fortjeneste per dag forer til det matema-
tiske problemet om & maksimere P(x, y) = 100x + 150y nar:

3x+2y <120
1,5x +2y <100
x=>0,y=>0

b) Lgs problemet.

¢) Dersom bedriften hadde ressurser som skulle benyttes til & gke kapasiteten
pa produksjonsavdelingene, hvilken avdeling burde i den forste omgang
oke kapasiteten pa og hvor mye? Grunngi svaret.

10
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Fasit - Kontrolloppgaver- Kapittel 2
Oppgave 1

a) En funksjon er en relasjon som tilordner til et hvert element fra en mengde
kalt definisjonsmengden til ett element i en annen mengde sa kalt verdi-
mengden.

En funksjon f : x — y er en regel som til hvert element x fra defini-
sjonsmengden D, A tilornder ett element y = f(x) i verdimengden V; (y
er bildet til x).

i) y = x? er en funksjon.

ii) y? = x er ikke en funksjon fordi y = +4/x, det vi si at et hvert element
x tilordnes til to elementer.

iii) y> = x , y > 0 er en funksjon siden for hver y verdi finnes det bare en
x verdi i definisjonsmengden. (y = /x),

b) Gitt f(x)=x>+2o0g g(x) = vVx —2.
f(¥2)=40g g(29)=3.
f(g(10))=f(V10—2)=f(2)=10
g(f(2))=g(2® +2)=g(10)=2.

flg)=f(Wx=2)=(Wx—2P+2=x—-2+4+2=x
g =g(*+2)=Vx3+2-2=Vx3=x.
f og g er inversfunksjoner: D, =V, =R og V; =D, =R

¢ :i) f(x)=3x+2, —2<x<1 i) f(x)=x%, —2<x<2

11
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2 X -2 —1

d) Ved a velge to punkt :(D,R) = (0,0) og (D,R) = (180, 1) far vi :
s 180
R= ——D eller D= —-R
180

T
Oppgave 2
i)
a) y=+vx-2 Df=[2,+oo] eller Df={x|x€]R,x22}
V; =[0,+00] eller V;={y|ly €R,y >0}
1
b) y=x_1 Df:{x|xeR;x7é1}:Vf:{J’|y€R,Y7éO}
1
0 y= 5 Dy ={x|x €R,x >2},V; ={y|ly €R,y > 0}
X_
1
d) Y =5 D; = {x|x € R,x # +1},V; = {yly € R\ (1,01}

ii) Alle kan ha inversfunksjoner unntatt del d) som ikke er injektiv (ikke en
enytydig funksjon).

a) y =+v/x—2ogdermed x = y?>+2 og dermed: y = f !(x) = x?+2.

1 +1
b) y= P medfgrer y(x —1) =1 eller x = y—, dermed :
X = y

x+1 1
=1+—-.
X X

y=f(x)=

12
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1 y?
c) y= medfgrer y2(x —2) =1 eller x = , dermed :
T2 ye=2) y?
2x“+1 1
y:f_l(x): sz :2+;.
+1
d) y= medfgrer y(x?—1) =1 eller x* = YT~ dermed :

x2—1 y

+1

x == y_- Dermed funksjonen er ikke inverterbar i sin opprin-
y

nerlige definisjonsmengden.

+1
Bermerk funksjonen kunne veare injektiv for x > 0 og y = X
x
ellles
+1
injektiv for x <0 ogy =— X
x

Oppgave 3

i) Det er tegnet omradet avgrenset av ulikhetene.

50 60

Hjgrner :
a) (0,0), (50, 0) og (0, 25).
b) (0,0), (40, 0) , (20,15) og (0, 25).

ii) a) P, =P(50,0)=250  b) P, = P(40,0) =200

Oppgave 4

13
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a) La x og y vere antall vesker av type A og type B henholdsvis. Vi kan sette
opp da problemstillingen som & maksimere P(x,y) = 100x + 150y under
betingelsene:

3x +2y <120

1,5x + 2y < 100
x>0,y >0

b) Hjgrner er(40, 0) , (0, 50) og (40/3, 40).

P(40,09 = 4000
P(0,50) = 7500
P(40/3,40) = 100(40/3) + 150(40) ~ 7333 k.
Den optimaleverdien til P er da 7500.
¢) Ved a se pa betingelsene ser vi at all kapisiteten er oppbrukt pa avdeling

2, mens det er ledig kapasitet pa avdeling 1. En bgr altsa like kapasiteten
pa avdeling 2.

Det er ikke spurt her & tegne grafen, men det er tegnet her:
60

0 10 20 30 40 50 60 70

14
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Kontrolloppgaver - Kapittel 3

Oppgave 1
I hvilken kvadrant ligger folgende vinkler(gitt i radianer)?

a)v=15  bv=17%  v=30"  d)v=46
Oppgave 2

Lgs ligningene nar 0 <t < 27 :

a)sint =0,75 b)sinx =—0,75
c)cost =0,75 d)cost =—0,75
e)tant =2,3 Htant =—2,3

Oppgave 3
Bestem alle lgsningene til ligningen sinx = 0,72 der x er malt i radianer.

Oppgave 4

a) Tegn grafen til F(t) = 2 + 5sin(2t) og G(t) = 2 — 5sin(2t) i intervallet
[0,27] i samme koordinatsystem. Tegn grafen til H(t) = 2 — 5sin(2t — 7) i
[0,27].

b) Hva er sammenhengen mellom F(t) og H(t)?

Oppgave 5
Grafene til to funksjoner pa formen:
f(x)=C +Asin(w(x —x,)) (til venstre) og

g(x)=C +Acos(w(x —x,)) (til hgyre)
er tegnet i intervallet 0 < x < 27 her:

15
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y y

(@)
N
=]
ot
15
N
=]

Bestem C , A, w og x, for hver av disse.
Oppgave 6

Skriv f(t) pa formen: f(t) = Ccosw(t —t,), der t, > 0:

a) f(t)=—4cos(3t)+ 3sin(3t)
b) f(t) =—2+/3sin(4t)+ v3cos(4t)
¢) f(t)=—4cos(5t)—3sin(5t)

16
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Oppgave 7
P4 figuren er det gitt folgende kjente storrelser:

BS =8,BC =6, ZSBC =60°, /BAC = 120°, /SBA= ZACB = 30°.

Regn ut vinklene a og 3 som er vist pa figuren.

Oppgave 8

P4 en sommerdag var temperaturen i Bergen T(t) malt i celsiusgrader( °) t

timer etter midnatt: -
T(t)=18— 6sin(ﬁt)

a) Bestem perioden, amplituden, og gjennomsnittstemperaturen. Tegn gra-
fen.

b) Nar pa dggnet var temperaturen lavest, og nar pa dggnet var temperaturen
hgyest? Hva var temperaturene da?

¢) Nar pa degnet var temperaturen 21 ?

17
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Fasit - Kontrolloppgaver - Kapittel 3

Oppgave 1
a) v=1,5R < g . fgrste kvadrant

b) g < 1,78 < . andre kvadrant
ov=3fd <p: andre kvadrant
d) v =4,6R > 3771 : tredje kvadrant.
Oppgave 2 Bemerk 0 < t < 27.

a) t, =sin%(0,75)~0,85 og t, = m—sin"!(0,75) ~ 2,29

b) t, =21 —sin"!(0,75) ~ 5,43 og t, = m—sin" (=0, 75) =~ 4,00

¢) t; =cos 1(0,75)~0,72 og t, = 21 —cos *(0,75) ~ 5,56

d) t; =cos'(—0,75)~2,42 0og t, = 2t —cos }(—0,75) ~ 3,86

e) t;=tan 1(2,3)~1,16 0g t, = m+tan 1(2,3) ~ 4,30

f) t;=m+tan'(—2,3)~7—1,16 21,98 0g t, = 2w +tan '(—2,3) ~ 5,12

Oppgave 3 sinx =0,72.
x, = 2nm +sin"*(0, 72) ~ 2nm + 0, 80,
X, =2nm+m—sin"1(0,72) ~2nm +2,34, dern=10,1,2,--- .

18
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Oppgave 4
a) F(t) =2+5sin(2t), G(t) = 2—5sin(2t) (stiplede) H(t) =2—5sin(2t—
).

7 7
6 | 6 |
5] S
4 | 4|
3] 3|
2] 2]
1 1]
0 0
-1 -1
—2 | -2
=31 =31
b) F(t) = H(t) (de er like)
Oppgave 5
Yy
0 | X |
. ,,O x n 3 o z
f(x)=3+2sin2x g(x)=2+3cos2x
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Oppgave 6
a) f(t)=3sin(3t)—4cos(3t)

C= /3t (4P =5

3to=m +tan_1(i4) ~ 1 —0,64~25, dermed: t, ~ 0.83.
f(t) ~ 5sin(3(t —0.83)).
b) f(t) =—2+/3sin(4t)+ v3cos(4t)

C=+/(=2v3)2+(V3)2=+15

—24/3
—[) ~2m—1,1~5.18, dermed: t,~1.29.
V3

f(t) ~ +/15sin(4(t — 1.29)).
c) f(t)=—3sin(5t)—4cos(5t)

C=+(-4)2+(=3)2=5

3
S5to=T+ tan_l(z) ~ 1+ 0.64 ~ 3.79, dermed: t, ~ 0.76

4ty =271 + tan"!(

f(t) ~5sin(5(t —0.76)).
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Oppgave 7
Bruk cosB = B til & bestemme BH = 4 og deretter du kan finne SH og du

3
har HC og du kan finne a: a = tan_l(%) ~ 16.1°. Du kan bestemme AB i den
likebeinte trekanten BAC , og deretter du kan bestemme SA i trekanten SBA

3
ved hjelp av cosinussetningen og sinussetningen gir: 3 = tan_l(g) ~19.1°.

Oppgave 8
a) Periode = 24, Amplitude = 6, gjennomsnittstemperaturen = 18
b) Den laveste temperatur er T,,, = 18 —6 = 12 for:

sin(ﬂt) =1 som gir:

1277 8
s i
—t=—

12 2
Den hgyeste temperaturen er T,,,;, = 18 + 6 = 24 for:

, dermed t = 6 (kl. 6:00).

3
sin(lt) = —1 som gir £t = —Tc, dermed t = 18 (kl. 18:00).
12 12 2

1
c) 18— 6sin(%t) =21, dermed sin(%t) =3 som gir:

£t=7't+£, det vil si: t =14
12 6

T T -
—t=2m——, detvil si: t =22
12 6
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Kontrolloppgaver - Kapittel 4
Oppgave 1

a) Hva vil det si at grensverdien til f(x) er L nar x gar mot a: lim f (x) = L?
xX—a

b) Ta et eksempel der en oppdelt funksjon har ingen grenseverdi i et bestemt
punkt.

¢) Ta et eksempel der en oppdelt funksjon har grenseverdi men er ikke kon-
tinuerlig i et bestemt punkt.

Oppgave 2
Bestem grenseverdiene:
216 2 -5 2-b

a) lim = D) lim=—2  olim——  d) lim——

x—4 x—4 x—a X —dad x—5 X—\/g xﬁbﬁ_ﬁ
Oppgave 3

. .. sinu . tanu .
Gitt im —— =1 og lim = 1. Bestem grenseverdiene:
u—0 Uy u—0 U
i in3(x—1 in5 tan b

) lim SIX oy SIS D) g SISX g AR

x—0 2x x—1 x—1 x—0 x—=0 cX
0)
Oppgave 4
Bestem grenseverdiene:

2+1 *+1 S+x—1

a) lim X b) lim X c¢) lim X rx—o d) lim —

x—+00 3x2 + 4 x——o0 x —1 x—+00 x4 4 x2 —5 x—+00 24/x +1
Oppgave 5
Betrakt folgende funksjoner:

oS X . x3—1
hvis x #0 —— hvi 1
D flx)=1 x+1 i gx)={ x—1 "EX7L
1 hvis x =0 3 hvis x =1

Undersgk om f og g er kontinuerlige i x =0 og i x = 1 henholdsvis.
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Oppgave 6

) X hvis—1<x <2

i) f(x)= —x  hvis—2<x<l i) g(x) =1 2 hvis2 < x <3

' " |x—2 hvisx>1 gL = 45 hvis3 < x <4
—X vis x

a) Undersgk om f er kontinuerligi x =10g gix = 3.

b) Tegn grafene til f og g der funksjon er definert. Er f og g kontinuerlige i
alle punkt i sin definisjonsmengde?

Oppgave 7

a) Bestem summene:

1 1
i) b+14+—+—+--- nar b > 1.
) b b2
1
i) x+++/x+1+—+--- narx>1.
) v Vs
... 15 15 15
i) —+—+-—

+ cee
102 104 10¢
iv) Bruk iii) til & skrive 2,151515... som et rasjonalt tall (I—), q #0).
q
b) Vi skal bestemme hvor stor initialdosen i et behandlingsopplegg mot al-
lergi er. Opplysningene som er gitt er at det skal gies totalt 30 injeksjoner,

totalmengden som tilfgres pasienten er 1600 ml og injeksjonene skal gkes
med 1/4 fra injeksjon til injeksjon.
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Fasit - Kontrolloppgaver - Kapittel 4
Oppgave 1

a) Grenseverdien til en funksjon er den verdien funksjonsuttrykket gar mot
nar den variable gar mot en spesiell verdi. Her vi det si at f(x) neermer
seg mer og mer mot L (grenseverdi) nar x gar naermere og narmere mot
a.

b) Ta et eksempel der en oppdelt funksjon har ingen grenseverdi i et bestemt
punkt.
(x) = hvis x <1
flx x+1 hvisx>1
Ingen grenseverdiix =1

lim f(x)=1# lim f(x)=2

¢) Ta et eksempel der en oppdelt funksjon har grenseverdi men er ikke kon-
tinuerlig i et bestemt punkt.

2x hvisx <2 ) ) ) .
fx)=4 , . : Grenseverdien er 4 men ingen funksjonsverdi i
x“ hvisx>2

x =2.
Oppgave 2
2_16 2 _
a)limx =8 b)limx a=2a
x—4 x—4 x—a x—a
X — —bx
¢) lim————=2/5 d) hm =2b+v/b
x5 x — 1/_ —b /x—+b
nu . tanu
Oppgave 3 hm —— =1 og lim =1
u—0 Uy u—0 U
i in3(x—1
Dm X _o5 by lim SRS _ g
x—0 2x5 x—1 xb—l
t
Olim2>X o5 @) lim X —pjc (c#£0)
x—0 2x x—0

Oppgave 4 (del telleren og nevneren med stgrste potensledd i tellern og nev-
neren)

+1 1 2+1
a) XLELnOO 3); o = =3 b) xgr_noo );_ N = —o00 (ingen grenseverdi)
+ 1 VX
c¢) lim L:O d) lim n—O,S
x—+00 x4+ x2—5 x—=+00 24/x +1
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Oppgave 5
COS X . x3—1
hvis x # 0, —— hvi 1
Dfx)=4{ x+1 i) g(x)=1 x—1 visx # 1,
1 hvis x =0, 3 hvisx =1

fer kontinuerlig i x = 0 og og g i x = 1, da begge funksjonene er definert i
disse punktene og har grenseverdi lik funksjonsverdien

-1 0
lim <X — 4 lim * = — = limx*+ x +1 = 3 (polynom divi-
x—=0x +1 x—1 x—1 0 x—1
sjon)
Oppgave 6
) X hvis —1 < x <2,

D F(x) —x hvis—2<x<1, ) ¢(x) ) hvis 2 < x < 3

_ = vis x <3,
v x—2 hvisx>1, 8L

—x+5 hvis3<x<5,

a) 1ir111_f(x) = linll+f(x) = f(1) = —1: dermed f er kontinuerligi x = 1.
lirgl_ glx)= lirgl+ g(x) = g(3) =2: dermed g er kontinuerlig i x = 3.

b) Grafene er tegnet her:

Begge er kontinuerlige i hele sin definisjonsmengde unntatt:
x = —2 (f er ikke kontinuerlig fordi f er ikke definert der)
( x = 4 er ikke i definisjonsmengden til g og vi trenger a studere kontinuitet
der)
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Oppgave 7
1 1 1=k . 1—(1/b)"
a i) b+1+—+—=+---=1lima = lim b——F—
) ) b b2 nsoco  1—k nooco 1—(1/b)
b b?
= = ar b > 1.
1-1/b b—1 &
Ellers vi kunne godt benytte formelen som kan brukes nar
|k| < 1.
1 a X x+/x
ii) x+4y/x+14+—+--- = lim = = .
) vx vx nbool—k 1—(1/4/x) +x-—1
1
Bemerk k= — < 1,ndrx>1).
( /x )
veen 15 15 15 0,15 15
i) —+-—+—F ==
102 10* 10° 1-0,01 99
b) a+1,25a+1,25a®+---+1,25a% = 1600
1,25%0—1 1,25—-1
a——— = 1600. Dermed a = 1600————— ~ 0,496 ml.
1,25—1 1,253 —1
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Kontrolloppgaver - Kapittel 5

Oppgave 1

a) Forklar hva proporsjonalitet og omvendt proporsjonalitet handler om.
b) Si kort hva linezr og eksponentiell vekst betyr.

¢) Hvilken av fglgende funksjoner stiger raskere nar x > 3?
i) y=3x i)y =x° iii) y =3*
Oppgave 2
a) En verdi y vokser eksponentielt pr. ar og er fordoblet i lgpet av 5 ar.
Sett opp en funkson som angir verdien y ved tidspunktet t (malt i ar).

Bestem hvor mange prosent verdien har steget i lgpet av 3 ar.
Regn ut hvor lenge det tar fgr verdien er firedoblet.

b) En verdi v synker eksponentielt med 1,5 % pr. mnd.
Sett opp en funkson som angir verdien v ved tidspunktet t (malt i mnd).

Oppgave 3
Skrive sa enkelt som mulig:
a) (er)3 . (e—x)z b) (e—x + ex)z _ (e—x _ ex)z
e3x 2
) Inx*+2Inx+ lni6 —2In2 d) 2In(x+1)+In(x—1)*—2In(x*—1)
X
Oppgave 4
Lgs ligningene :
a) 562x+1 =1 b) e3x+1 — ex
c) e =5e¥—6 d) e*=3e"—2
e) 2lnx=In(2x—1) f) 3ln(x?)—In(x*)=5
Oppgave 5

Tegn grafene to og to i samme koordinatsystem:

a) y=3e" og y=3e"
b) y=-3¢" og y=-—3e"
c) y=4—3e¢" og y=4—-3e¢"

d) y=3—4e* og y=3—4e"*
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Oppgave 6
Grafen til en ekponential funksjon p& formen: y = ¢ + ae* er tegnet her.
Angi c, a og regn en tilnzermet verdi for k.

3]
2]
1.45
1 . ee————
0 Il Il Il Il Il Il Il Il
0 05 1 1.5 2 25 3 35 4
Oppgave 7
Tegn grafen til fglgende funksjoner:
3
= b =
A f) =T V=15
. B
Hint: La f(x) = der B>0,a>0o0gc>0.
a+ cekx

Det er ikke vanskelig & tegne grafen til f hvis man forstar litt bedre funksjons-
B
uttrykket: La fgrst k < 0: Vi far da f(0) =
a

B
0g xlirgo flx)= - (horisontal

+c
asymptote).
Det er naturlig da at funksjonen stiger fra skjeringspunkt med y-aksen), f(0)
B B
mot asymptoten y = —: f(0) = — < —.
a a

Man kunne ogsa forklare dette med 4 si at for k < 0 nevneren synker og der-
med funksjonen stiger. Det kan forklares pa en tilsvarende méte at f synker
nar k > 0.
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Fasit - Kontrolloppgaver - Kapittel 5
Oppgave 1

a) Proporsjonalitet i matematikk handler om en sterk sammenheng mellom
to stgrrelser som varierer. To stgrrelser x og y er proporsjonale(y o< x)
dersom en dobling av den ene stgrrelsen fgrer til en dobling av den andre
stgrrelsen, slik at y = kx, der k er konstant og kalles proporsjonalitetsfak-
toren eller proporsjonalitetskoeffisienten.

1
To stgrrelser x og y er omvendt proporsjonale(y o< —) dersom den ene va-
X
riablen er proporsjonal med den inverse av den andre, eller sagt pa en an-
nen mate: produktet av variablene er konstant, slik at y = —(dvs. xy = k),
x
der k er konstant og k # 0.
b) Ved linear endring skal y-verdien stige eller synke med samme lengde pr
lengdeenhet, og grafen kan da beskrives ved en rett linje
Ved eksponentiell endring vil y-verdiene stige eller synke med samme pro-
sent pr lengdeenhet, og man far en buet kurve.

¢) y = 3*stiger raskere enn y = x> og y =3x nér x > 3 ?

6

*

5 '

e
-
- .
a4 .
- .
e i 0 .

-2 1 0 1 2 3

-

Oppgave 2
t t
a) y(t)=cC_- aT , dermed: y(t)=C- 25
y(3)—y(0) _C2i—¢
y(tO) - C

Verdien har da steget med =251 0,516(ca.51,6%).
t

y(t)=C- 25 = 4C dermed: 25 = 4 som medfgrer: t = 10 ar
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b) En verdi v synker eksponentielt med 1,5 % pr. mnd.
Sett opp en funkson som angir verdien v ved tidspunktet ¢t (malt i mnd).

w(t)=C-aT =C-0,985

Oppgave 3
a) (er)B : (e—x)Z — e6x—2x—3x = ¥
e?)x
b) (e—x + ex)Z _ (e—x _ex)Z B (e—2x + er + 2)_ (e—2x + er _2) _,
2 B 2 B

c) lnx4+21nx+lni6—21n2 =4Inx+2Inx+1In4—6Inx—2In2=0
X

d) 2In(x+1)+In(x—1)*—=2In(x*—1)=2In(x + 1)(x —1)—2In(x*—1) =0
Oppgave 4

a) x=0,5(In(0,2)—1) b) x=-0,5
¢) x=In2vx=In3 d x=0
Gang begge sider med e : 3¢ —2"—1=0
Lgs andregradsligningen : e*=1Ve*=-1/3
x=0 (e*=-—1/3 er umulig a lgse)

e) x=1 N x=¢e"?
x?—2x+1=0 3lnx =5
Oppgave 5

Grafen til funksjoner med negative eksponenter er tegnet stiplede.

a) y=3e" og y=3e"
b) y=-—3¢ o0g y=-3e"
c) y=4—3¢" og y=4—3e"

c) y=3—4e* og y=3—4e"
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y

A}
A}
)
)
A

Oppgave 6

y=1+2e", der k ~—1

(du kan velge punktet (1, 1.75) eller (2, 1.25) eller som vist pa grafen (1.5,
1,45) a regne en tilnaermet verdi for k ~ —0.99 .

Oppgave 7

3
a) f(x)= 1T 20—
b) f(x)= Y

Bemek at begge har skjaeringspunkt med y-akseni f(0) = 1:
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I del a) er nevneren synkende (negativ eksponent og positiv koeffisient(2))

dermed funksjonen stiger.
I del b) er nevneren stigende
dermed funksjonen synker.

-
-
-
-
-
-
-
-
------

(positiv eksponent og og positiv koeffisient(2))

-
ﬂ"
-
-
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Kontrolloppgaver - Kapittel 6

Oppgave 1
a) Si kort hva deriverte til en funksjon forteller oss. Hva handler deriver-
barhet om?

1
b) Er f(x)= — deriverbar for alle reelle x-verdier?
X

Bestem deriverte til f i sin definisjonsmengde.

¢) Tegn grafen til g(x) = |x|. Forklar hvorfor g er ikke deriverbar i origo.

Oppgave 2
Lgs oppgavene I og II, og kryss av det alternativet (a, b eller c) som passer best.

@ En funksjon er ikke deriverbar der:
@ funksjonen ikke er kontinuerlig(funksjon ikke har tangent).

@ funksjonen er kontinuerlig men har flere enn en tangent.

(c©) enten funksjonen har ingen tangenter(ikke er kontinuerlig) eller
har flere enn en tangentlinje.

@ f(x) = v/x2 har knekkpunkt i origo fordi:

@ funksjonen ikke er kontinuerlig i origo.

@ funksjonen har ikke tangent i origo.

@ Den deriverte er ikke definert i origo og har to tangenter.

Oppgave 3
Figuren viser grafen til en funksjon f, og vi ser at grafen har to knekkpunkt.
1 ES
-3 -2 -1 1 2 3
—1 +

a) Hva mener vi med knekkpunkt pa en graf?
b) Tegn ogsa grafen til f’ i det samme intervallet som denne grafen.

¢) Er funksjonen deriverbar i knekkpunktene? Forklar.
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Oppgave 4
Figuren viser grafen til f’(x), deriverte til en funksjon f:

-3 -2 -1 1 2\3
_1 £

a) Angi eventuelle knekkpunkt til f.

b) Tegn ogsa grafen til f i det samme intervallet som denne figuren.
c) Tegn grafen til f”.
Oppgave 5

a) Grafen til en funksjon f : [—2,2] — R er vist pa figuren:

Tangentene i (—2,0) og (2,0) er vertikale, og i (0,2) horisontal. Angi
f’(0). Lag en skisse av grafen til f".

b) La f(x)= e, Regn ut f’(x), og spesielt f'(0). Bruk sa definisjonen av
£’(0) til & regne ut
e -1
lim
Oppgave 6 =0 X

i) Bestem y’' = & nar:
dx

2

Ix

c¢) y=3sin(2x)+tan(2x) d) y = +/sinx +cosx
e) y=In(sin2x +cos2x) f) y=In(2x)—Inx>

a) y=+x+ b) y =2e*+5x°

g) y=xlnx h) y =e* cos(2x)
) In2x 5 e3x
1 = =
Y X yy sin 3x + cos3x
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dy
ii) Bestem y’ = d—y nér: x>+ y*=e” .
X

Oppgave 7
d .
a) Bestem y’ = d_y nér: i) y = cos*>(5x) ii) y = e
x
b) Bestem tangenten til y =sinx i x = 0.
Lineariser y = sin x i origo. Hva vil dette si?

¢) Berstem F,(x) (taylorpolynom av andre grad) til f(x) = 3e®* + 2sin3x
ix=0.
Oppgave 8
Bestem grenseverdiene:

sinx __ 1 1 2 _ 1
D lme =l b im XXV
X—=T X — 1T x-1 x—1 x—a xX—a

sina(x —a)

Oppgave 9
a) Bestem F,(x), Taylor-polynom av andre grad til f(x)ix = 0:

) f(x)=e*+cos3x ii) f(x)=1In(cosx)

b) Lineariser g(x) = /x om x = 1.
Bruk dette til & bestemme en tilneermert verdi for 4/1, 1.

Oppgave 10
Anta at en kule vokser uten & forandre form. Radien til kule vokser med en
hastighet pa 0,02cm/min.

a) Bestem hvor rask volumet til kulen endrer seg nér radien til kulen er blitt
25cm.

b) Bestem hvor rask overflaten til kulen endrer seg nar radien til kulen er
blitt 25cm.

Oppgave 11
Anta aten h =1,5m gutt er x meter unna en L=5m en lyktestolpe. Hans skygge-
lengde er H. Vi kommer til & vurdere to problemer:

i) Han gar mot stolpen med en farten 1m/s.

ii) Han gar fra stolpen med en farten 1m/s.

a) Visat H =
del i) og ii).

x. Finn hvor rask lengden til hans skyggen endrer seg i
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b) Forklar at toppen av hans skygge har posisjon x; = x + H. Finn farten
som toppen til hans skygge beveger i del i) og ii).

Oppgave 12
En partikkel beveger seg med en konstant horisontal hastighet 2 m/s langs
kurven til y = x? + 1. Bestem partikkelens vertikal hastighet etter 3 sekunder.
Oppgave 13
Vi har en sprettert og drar i strikken slik at vi far en likesidet trekant med en

fast grunnlinje, a = 4, og en hgyde h som gker, se figur. Sammenhengen mel-
lom hgyde h og sidekant s er s = v h2 + 4.

— trekker

La ¢ (t) vaere funksjonen som har hgyden (i cm) som funksjonsverdi (h = ¢ (t))
nar
argumentet er tiden t (i sekunder). Ved en gitt tid t, vet vi at ¢'(t,) = 2.

a) Hvor fort gker hgyden ved denne tiden?

b) Vi lar s& f(t) vaere lengden av sidekanten ved tiden t. Da kan vi skrive
f som en sammensatt funksjon med ¢ som indre funksjon, altsa f(t) =
F(¢(t)). Angi den ytre funksjonen F.

¢) Deriver f og finn hvor fort sidekanten endres ved tiden t, nar du far
oppgitt at ¢ (t,) = 20.

Oppgave 14
Anta at en kule vokser uten a forandre form. Radien til kule vokser med en
hastighet pa 0,2cm/min.

a) Bestem hvor rask volumet til kulen endrer seg nér radien til kulen er blitt
50cm.

b) Bestem hvor rask overflaten til kulen endrer seg nar radien til kulen er
blitt 50cm.
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Oppgave 15

Figuren viser posisjonen til en bili 0 < t < 1 timer. Det kans leses av grafen:

a) Bestem gjennomsnittlig fart i intervallet ,25 <t < 0,5.

Position (miles)

Tid,

t Posisjon,x

(hours) (miles)

0.00
0.25
DTZ UT‘I DTE- EITS i 0.50
Time (hours) 0.75
1.00
Tid, t Posisjon,x
b) Anta at vi leser av grafen: (.25 2300
0.26 2,512
Beregn momentan hastighetit = 0,25 .
50+
a0 4 —t= .
Position (miles) > T Tid. ¢
a4 =
o (hours)
0 +——"
g 0.25
02 04 06 08 1 0.50
Time {hours)
0.75

0.0
2.3
10.6
26.8
49.2

Momentan hastighet
(mph)

21.2

49.0

77.2

¢) Forklar med dine ord sammenhengen mellom grafen og de gitte verdiene.
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Oppgave 16
32

Gitt funksjonen y = .
x—1
a) Bestem evenutelle nullpunkt og skjeeringspunkt med y-aksen.

b) Regn eventuelle ekstremalpunkt. Finn funksjonens eventuelle asymptoter. Tegn
grafen.

Oppgave 17
Tegn grafen til en funksjon f (x) nér vi vet:

f=)=F(x), f0)=—1, f(1)=0og f(+o0)=1.
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Fasit - Kontrolloppgaver - Kapittel 6

Oppgave 1
a) Den deriverte til en funksjon kan fortelle om hvor rask funksjonen endrer seg med
hensyn til funksjonens variabel.

1
b) Nei. Ikke deriverbar i x = 0. f(x) = ——; nér x # 0.
x

¢) Funksjon er ikke deriverbar der den har knekkpunkt (x = 0):

4 321 01 2 3 4

g er ikke deriverbar da funksjonen har to ulike stigningstalli x =0 :

|x| = x nér x > 0 og |x| = —x nér x < 0. Ellers vi kan skrive:
5 2x X
g(x) =|x| =vx2, og dermed: g’'(x) = = x#0.
2vx2 x|
Oppgave 2

@ c) er korrekt: En funksjon er ikke deriverbar der: enten funksjonen har ingen tan-
genter(ikke er kontinuerlig, se oppgave 1b ) eller har flere enn en tangentlinje(se
oppgave 1c).

@ c) er korrekt. f(x) = VxZ har knekkpunkt i origo fordi: den deriverte er ikke de-

2x 2
finert i origo: f/(x) = —— = ——.
B0 S0 = E T i
Grafen til f(x) = VxZ er tegnet her. Som vi ser i origo kan man tegne to ulike

tangenter.
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Oppgave 3

@ Et knekkpunkt betyr at grafen har to ulike tangenter i det punktet, en fra venstre
og en fra hgyre. Grafen er ikke «glatt».
En funksjon er deriverbar dersom den er glatt, det vil si den den har kun en tangent
i punktet.

@ Grafen til f (til venstre) grafen til £’ (til hgyre).

T T T T

-3 -2 -1 1 2

w +

+ 1

@ Nei, Det er den deriverte som har to ulike grenseverdier (2 ulike tangenter) i
knekkpunkten. Se grafen til f’.

Oppgave 4

@ f’ er kontinuerlig og dermed f er deriverbar og har ingen knekkepunkt.

@ Figuren viser grafen til f'(x), deriverte til en funksjon f:

-3 -2 -1 1 2\3
—1 +

Grafen til f: ¢) Grafen til f”:

—_
N
w +
[
W
|
N
I
—_

|

—_

%
-
N

Legg merke til at vi kan flytte grafen til f opp eller ned ved a legge til en vilkarlig
konstant da vi kun vet den deriverte.
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Oppgave 5 Grafen til en funksjon f : [—2,2] — R er vist pa figuren:
3 PN

a) Da grafen til f har horisontal tangent i punktet (0,2) betyr det at f'(0) = 0. I
punktene (—2,0) og (2,0) er tangenten vertikal, det vil si «uendelig stor (positiv
eller negativ) derivert». Det betyr at den deriverte starter som «uendelig stor» i x =
—2, gar nedover til 0 i x = 0 og fortsetter nedover mot «uendelig stor (negativ)» i
x =2,

F(0)=0
b) Ved kjerneregelen far vi f/(x) = —2x - e, og spesielt £/(0) = 0.

Definisjonen av derivert sier oss at

flx+Ax)—f(x)
Ax

/ T
fix)= Alinjo

som innsatt x = 0 gir oss

£'(0)= Ahnlof—(Axi—f © _ jyy £ 21

X Ax—0  Ax
Né kan vi uten videre bytte Ax ut med x, og vi far

)
e —1

£/(0) = lim
x—0
som vi vet ma bli lik O (dette vet vi fra & ha regnet ut f’(0)). Vi har altsa regnet ut

lim —— =0.
x—0 X
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Oppgave 6

i)
a) ’_L_L
VTR 3xix
c) y' =6cos(2x)+

_2(cos2x —sin2x)

e) -
sin2x + cos2x
g) y=x2lnx+1)
. 1—1n2x
Dy=—0h
X

d
ii) y' = d_ic, nar: x>+ y?=e”

cos2(2x)

b) y' =2 +5ex*!

Q) y = cos.x —sinx
2+4/sinx + cos x
1
) y=—
b'e
h) y = 2e?*(cos(2x)—sin(2x))
. 63X sin 3x
D y=

(sin3x + cos3x)2

Deriverer begge sider med hensyn til x: 3x2 +2yy’ = y’e?,

3x2

ey —2y

dermed: y’' =
Oppgave 7

a) i) y’ =—15cos?(5x)sin(5x)

b) y =f(0)+f’(0)(x—0)=sin0+cos0-x = x, dermed tangenten er y = x i x = 0.

ii) y' = 2cos(2x)e

sin 2x

Lineariseringen i origo der x = 0: L(x) = F;(x) =x .

Det vil si:

sinx ~ x

om x = 0 (ndr x er liten nok, malt i radianer).

For eksempel sin(0,2) ~ 0, 2.

1/
©) Fy(x) = f(xq)+ f'(xo)(x —x) + f ;)'CO) (x—x0)> =3+ 12x +6x2.
f(x) =3e* + 2sin3x f(0)=3
f'(x) = 6e* + 6.cos3x f(0)=12.
f"(x) =12¢* —18sin3x £7(0) = 12.
Oppgave 8 . .
smx __ 1 sinx
a) lim ¢ = 9 = lim cosxe =-1
XonT X —1TT x>
In(2x — 1 2/(2x —1
) fim PEx—1D _0_ . 2/@x-1) _,
x->1 x—1 0 «x-—1 1
. sina(x—a) 0 . acosa(x—a)
C) hm—z—:hm—za
x—a xX—a 0 x—a 1
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Oppgave 9
) Fa(0) = F(xo)+ /(o) —x0) + L (e - )2 der g = 0
) f(x)=e? +cos 3x, Fo(x)=2—2x—2,5x2
ii) f(x)=1In(cosx), Fo(x) = —0,5x2

b) Lineariser g(x) = 4/x om x = 1.
Bruk dette til & bestemme en tilneermert verdi for /1, 1.
1 1 1
L) =fD+Ff Dx—1D)=vV1+—(x—-1)=1+-(x—1)==(x+1
()J;()f()( ) 2ﬁ( ) 2( )2( )
L(x)= E(X +1)
Det vil si: g(x) ~ L(x) nér x er nar nok. Dermed:

1
g(1,1)=+4/1,1~ 5(1,1 +1)=1,05
Oppgave 10

dV dv dr 5 dr 5 3
—_— = 25)°-0,02~157,1
PRI T r 1 4m(25)-0, 7,1cm?>/s

b) S =4nr?
%zg%—S rj——Sn(ZS) 0,02 ~ 12, 6cm?/s
Oppgave 11
Anta at en h =1,5m gutt er x meter unna en L=5m en lyktestolpe. Hans skyggelengde
er H. Vi kommer til 4 vurdere to problemer:
i) Han gar mot stolpen med en farten 1m/s.

ii) Han gér fra stolpen med en farten 1m/s.

a) Viskal vise at H = X:
L—h
®
L 4
.0
L 4
L 4
L 4
L 2
L 4
L 2
L 4
L 4
L 4
L 2
L 4
L 2
L 4
L 4
.O
L e,
L 4
L 2
L 4
.0
.0
L 2
L 4
h ‘e
.Q
’L
X H

43



Fasit- Kontrolloppgaver - kapittel 6 Matematikk i Praksis

Bruk forholdet mellom sidelengdene til to formlike trekanter
h x
L—h""

o . . o . 3
(ved a innsette verdiene far vi: H = ;x)

= —, og Vi
x+H H

far da: H =

H
i) Ccii_t = —; m/s (Lengden pa skyggen synker)

dH
i) P ; m/s (Lengden pé skyggen gker)

b) Av denne figuren ser vi at toppen av hans skygge har posisjon x; = x + H.

d 10
i) % = —= m/s (avstanden fra stolpen til toppen av skyggen synker)
d 10
ii) % = - m/s (avstanden fra stolpen til toppen av skyggen gker).
Oppgave 12
dy dy dx dx
T 9. =92.6-2=24
dt  dx dr X m/s

Bermek at x = 2m/s - 3s = 6m.

Oppgave 13

Vi har en sprettert og drar i strikken slik at vi fir en likesidet trekant med en fast
grunnlinje, a = 4, og en hgyde h som gker, se figur. Sammenhengen mellom hgyde h
og sidekant s er s = vh2 + 4.

— trekker

La ¢(t) veere funksjonen som har hgyden (i cm) som funksjonsverdi nar argumentet
er tiden t (i sekunder). Ved en gitt tid t, vet vi at ¢'(ty) = 2.

Sammenhengen mellom hgyde h og sidekant s er s = vh2+4: F(t) = /(¢ (t))2+4
a) Farten er da 2 (¢'(ty) = 2).
b) Hvis vi skriver slik: s(t) = s(h(t)) = v/ h(t)2 + 4, kan vi utrryke deriverte:

ds d d dh 2h dh h dh
_:_1/h2+ :_1/h2+  _ . = . —_
dt dt( K dh( K dt 2vh2+4 dt VR2+4 dt

I oppgaven er det opplyst:

f(O)=F(p(t)) =+ (p(t))>+4
(1) = drFde _ ¢(t)

a9 dac Vg o0
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c) Deriver f og finn hvor fort sidekanten endres ved tiden t, nar du far oppgitt at

P =20 20

! _¢~ ! =2 o

f'(to) = IR ¢’ (to) Noaw 2~1,99~2
Oppgave 14

a) 1) Volumet til en kule er gitt ved: V(r(t)) = 4?711”3 . Ved a bruke kjerneregelen far

Vi:
v _ AV dr e AT 4 50%.0,2 = 20007 ~ 6283, 2cm? s
_—— -« — = r<. —= . . = ~ .
dt dr dt dt ’ ’
b) 2) Overflatearealet t til en kule er gitt ved: S(r(t)) = 4nr? . Ved & bruke kjernere-
gelen far vi:

ds ds dr dr
—=—-—=8nr-— =8m-50-0,2 =807 ~ 251,3cm?/s.
e dr dc o ac o " em/s
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Oppgave 15
Figuren viser posisjonen til en bil i 0 < t < 1 timer. Det kans leses av grafen:
a) Bestem gjennomsnittlig fart i intervallet ,25 <t <0, 5.

Tid, t Posisjon,x

Position (miles) (hours) (miles)

0.00 0.0
0.25 2.3
0z 04 06 08 1 0.50 10.6
Time (holrs) 0.75 26.8
1.00 49.2

X4—Xo 49,2—0,0
ty—tg  1—0

V= = 49,2 mph (miles per hour).

Tid, t Posisjon,x

b) Anta at vi leser av grafen: 25 2,300

0.26 2,512

Beregn momentan hastighetit = 0,25 .
X1 —X 2,512—2,300 .

v="1 0 — = 21,2 mph (miles per hour).
t,—tp  0,26—0,25

¢) Tallene er stigningstallene til tangentene(de tre rede linjestykken€®ppgave 16
2

Gitt funksjonen y = X
x—1

a) Bestem evenutelle nullpunkt og skjeringspunkt med y-aksen. Nullpunkt f(x) =0
gir x = 0 og skjeringspunktet med y-aksen er (0, 0).
, 2x(x —1)—x? _ x(x—2)
(-1 (-1

b) y
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0 1 2
e et 0
X—2 - 0
e X(x—2) i
fix)= x—1)2 0-——-%X---0

x = 0 er et lokalt maksimumpunkt med maksimalverdien f(0) = 0, mens x = 2 er et
lokalt minimumspunkt med minimalverdien f (2) = 4. x = 1 er en vertikal asymptote

LU

(det er notert "x"i fortegnsskjemaet (bruddpunkt)).

N My

Bemerk x = 1 er vertikal asymptote(det er notert "x"i fortegnsskjemaet (brudd-

punkt)).
8,
6 W}’
4|
2|
. 0 . X».
‘_4 - “ 5 >
—4 1
Oppgave 17

Vi skal tegne kurven til en funksjon f (x).
f(—=x) = f(x) forteller oss at funksjonen er symmetrisk om y-aksen.
f(0)=—-10g f(1)=0og f(+0o0) =1 kan da hjelpe oss & tegne kurven til f :
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Kontrolloppgaver - Kapittel 7

Oppgave 1
Lgs integralene:
2
a) J(ﬁ+3—ﬁ)dx J(—+ =)dx
o f(ezx+%)dx ) J(x 14
X b
cosXx
©) 2 J(1+sinx)dx
) co;_f h) J sin xe“** dx
i) lnxx b D) f(lenx)dx

k) f xeX’ dx D f x2e* dx
Oppgave 2

Gitt funksjonen y = e?*, 0 < x <In3.

a) Sett opp et integral som kan beregne arealet avgrenset mellom grafen til funksjonen
og x-aksen. Regn ut arealet.

b) Arealet avgrenset mellom grafen til y og x-aksen roterer en gang om x-aksen. Bestem
volumet av rotasjonslegemet.

Oppgave 3 ,
Lgs integralene: a) f x%e™ dx b) f x? cos(2x) dx

Oppgave 4

A puste er en syklisk bevegelse. En full respirasjonssyklus fra begynnelsen av inha-
lering til slutten av utpust tar omtrent 5 sek. Maksimal hastighet pé luftstremmen i
lungene er om lag 0,5 liter/sek. Dette forklarer delvis hvorfor denne funksjonen

£(0)=(1/2)sin(20)

ofte er blitt brukt for & modellere hastigheten av luftstrommen inn i lungene. Bruk
denne modellen for & finne volumet av inhalert luft i lungene ved tiden T.

Oppgave 5

En funksjon er definert ved: y(x) = xcosx, —m/2 <x < m/2.

a) La A(t) vaere arealet mellom kurven og x-aksen (fra x = —m/2 til x = t, der areal

under x-aksen er negativt). Sett opp et funksjonsuttrykk for A(t).
NB! Du behgver ikke gjgre utregninger.
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b) Lag en skisse av hvordan grafen til A(t) kan se ut (marker ekstremalpunkter og null-
punkter)
Oppgave 6
Grafen viser kurven til y(x) = xe ™ for x > —1.

a) Sett opp et integral som for arealetet A, mellom grafen til y og x-aksen i intervallet
0 < x < 1. Regn ut dette arealet.

1

0.8 R

0.6 - a

0.4 |

b) Bergen volumet av omdreningslegemet som framkommer ved & dreie A om x-aksen.

Oppgave 7
Lengden av grafen til en funksjon f(x) mellom x = a og x = b er gitt ved formelen

b
f 1+ f/(x)2dx.

Gitt funksjonen f(x) = x3/2

grafen til f er

. Vis at integralet du mé bruke for 4 regne ut lengden av

b

3

— x+idx.
a ZJ 9

Finn lengden ndra =0 og b = 1.
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Fasit - Kontrolloppgaver - Kapittel 7

Oppgave 1
[ 2

a) (Vx+-=)dx = (x2 +2x713)dx = (2/3)x%? + 3x%* + C
J Vx

b (24 3)dc=—2/x +3mxi+c
J X X

) r(e“ + e%x)dx =(1/2)e** —(1/2)e > +C
J

2
d) f(x :1)dx=J(x+%)dx=(1/2)x2+ln|x|+c

2
e) f(l j:xg)dx =(1/3)In|1+x3|+C (Substitusjon: u =1+ x>)

cos
) J( 'X )=In|1+sinx|+ Cdx (Substitusjon: u =1+ sinx)
1+ sinx

CoS v/x
Vx

h) f sinxe®®* dx = —e“®* + C (Substitusjon: u = cos x)

) dx =2siny/x + C (Substitusjon: u = v/x)

1 2
i) f X dx =(1/3)(Inx)>+C (Substitusjon: u = Inx)
x
i) J(x2 Inx)dx = (1/3)x3(lnx —(1/3))+ C (Delvis integrasjon: u = Inx og v/ = x?)
k) J xe* dx = (1/2)ex2 + C (Substitusjon: u = e"z)

D szexdx =e*(x?—2x+2)+C.

(To ganger delvis integrasjon: 1) u = x2 og v/ =e*, 0g 2) u=x og v/ = e*)
Oppgave 2

In3

a) A= [ e*dx =(1/2)e> :3 =(1/2)(9-1)=4
0

In3 In3 In3
b) V=n f (e*)Vdx=n f e dx = (m/4)e™ . = (m/4)(3*—1)=20mn
0 0
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Oppgave 3

a) f x2e ™ dx = —(1/3)e_"3 + C (Substitusjon: u = e

2

1 2
b) J x2 cos(2x)dx = Ex €os 2x + X sin 2x + C(To ganger delvis integrasjon)

Oppgave 4
t=T
27t 15 2rnt T 5 2nT
1/2)sin(—)dt = —=— =Y ==J1— kil
f( /Dsin(=)de =3 = cos(*20)| = 2= [1—cos(Z-)]
t=0
Oppgave 5
y(x)=xcosx,—m/2<x<m/2.
a)
x=t
t T
Alt) = x cos x dx = x sinx + cos x =tsint+cost— —
—1/2 2
x=—m/2

b) VivetatA(t) er null nar t = —m/2. S& vil den avta (det er bare negative bidrag), fram
til t = 0. Fra da vil A(t) bare fa positive bidrag, sa den vil gke mot et nytt nullpunkt

for t = 7/2. Figuren viser kurven til A(t).

0 t

INER|
INJE]

=11

.. o . T
Minimumspunktet er t = 0 med minimalverdi A:_E'

Nullpunktene er t = I ogt= E.

2 2
Oppgave 6
y(x)=xe ™ forx>-1.
! 2
a) Azfxe_xdxz—xe Y—e™ =1—-—.
o 0 e
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0.6 - a

0.4 |

0.2 a

o

1 1

1 1 1 1 5
b) V= )2dx = 22 dx =—m(= + —x + =xDe | =—(1-=).
) ng(xe )= dx n{xe X 71:(4 2x x“)e . 4( 62)

2

Oppgave 7

b b b b
117 02de= | \1+Cx2pde= | \[1+2xde= | 2\|x+ 2dx.
a a 2 a 4 a 2 9

Gitt funksjonen f(x) = x*/2. Vis at integralet du ma bruke for 4 regne ut lengden av

grafen til f er
1
3 3 2
= x+idx:—-— (x+i)3
o z\J 9 2 3 9

1 134/13-8
0o 27
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Kontrolloppgaver - Kapittel 8

Oppgave 1
Lgs ligningene:

a) x2+9=0 b) 22 —4z+5=0.

Oppgave 2
Regn ut og skriv svarene pa standard form:

a) (1+2i)-(4—>5i)
b) (3+4i)™!
c) (2+2i)8

d) (—2+2i)*

Oppgave 3
Gittzl =2-2i 5 29 =—1+i.
_ Z1
a) Regnutz,-2;, 2129 0g —.
22
b) Regn ut: zf.
Oppgave 4
Gitt z = %, der 0 < a < pi
a) Tegn inn z i et kompleksplan.

. o . 1 . o . (L .
b) Hvis at det & multipliser z med i kan bety a vri z med ) mot urretningen.
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Fasit - Kontrolloppgaver - Kapittel 9

Oppgave 1
a) En differensialligning beskriver en sammenheng mellom en funksjon og dens deri-
verte.

d
For eksempel, hvis vekstraten d_y er proporsjonal med y, kan man fa differensiallig-
x

ningen:

d

d_y = ay, der a er proporsjonalitetskonstanten. Generelt en differensialligning er
x

en ligning som forbinder en uavhengig variabel x, en avhengig variabel y og dens
deriverte:
Glx,y,y",y",-)=0

Hensikten med & lgse en differensialligning er & bestemme funksjonen, y = y(x).

Hvis y = y(x) er en lgsning til en differensialligning, vil det si at y = y(x) til-
fredsstiller ligningen.

b) En linezr homogen differensiallligning: y’ +x3y =0
En ikke-linezr inhomogen differensiallligning: y’ + xy? = cos x

¢) y'+x2y—x—cosy = 0 er en fgrsteordens inhomogen ikke-linezr differensialligning.
Oppgave 2
a) y =x2y b) ¥ =xy?
a) er lineaer og b) er ikke-lineeer.
For 4 lpse disse kan vi benytte separasjonsmetoden.

=Ce*’3, y=0.quadb) y= ——— y =0.
a) y =Ce y quad b) y x2j2+C”
Oppgave 3
a) y=x—(1/2)x24C b) y=Ce*+1
C) y = Ce—arctanx’ y =0 d) y — Ce—COSX’ y =0
e) y=Ce2*+3 ) y=Ce>+4
=, :O h =, :0
® Y=g ) Y=o Y
Oppgave 4

a) Likevektlgsningene til : y' = y(y —3) er y =0 0og y = 3.
Likevektspunk er der y’ = 0. Fgrste er ustabilt og den andre er stabilt: y' = g(y) =
y?=3ygirg'(y)=2y-3:
For y =0 er g’(0) < 0 (ustabilt) og g’(3) > 0 (stabilt).

b) Gitt y(0)= 0, bestem y(1).(Her trenge du ikke & lgse differensiallignigen) y = 0 er
en likevektlgsning og dermed y(1) = 0.
Bemerk at y(1) = y(0) + ¥'(0)(1 —0) , der y’ = y? —3y og y’(0) = 0, som gir
y(1)=0.
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¢) Lgs differensialligningen. Gitt y(0) = 2, bestem y(1).
3
y =

14 Ce3x "~
0)=2gir y= ——— o0g dermed
y(0)=2giry 170,503 °8
N=——.
Y= 10503
3
2,54
3 P i 2 3
lim y()= I 3 3
x—}inooy )= x—}-ri-noo 1 +0’ Se—3x -
Oppgave 5
dy 3t*+2t+5

e 32 , gitt y(0) = 3.

fyz dy = f(3t2 + 2t +5)dt eller

1

§y3 =t3+t2 45t + C og dermed:

y = /3(t3+t2+5t +C). y(0) = 3 medfgrer: y = v/3(t3 + t2+ 5t +9).
Oppgave 6
Ubestemte koeffisienters metode:

a) y'-y=1 Yy=ynt+ys=Cie" +Cpe " —1
b) y'—4y +3y=3t+2 y=y,+y =Cre"+Cre® +1+2
1
o y'+4y=x y:yh+ys=C1c052x+Czsin2x+Zx
d) y”"=9y Y=Yty =Cre >+ Cye™
Oppgave 7
a)
dK

1 3 , B
Frie 3(0,2— EK) =0,6— ﬁK’ K(0) = O(frisk luft ved t =0)
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b) K(t)=40—40e3/20
¢) K(T)=0,01-200=2gir T =200/3(In20—1In19).
Oppgave 8

a)
dx
s =0,1x —150-12 =0, 1x — 1800,
b) x(t) = Ce®t + 18000 og x(0) = 10.000 gir
x(t) = —8000e%t + 18000 .
Nedbetalingstiden er : t =101In2,25 ~ 8,1 ar.

Oppgave 9

y’=y21—y=y(y—1)

YT 14 cet )
¥(0)=0,9giry = W og dermed:

Jlim y(© =0

x(0) = 10.000
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Fasit - Kontrolloppgaver - Kapittel 8
Oppgave 1

a) x = +3i b)z=2+1

Oppgave 2

a) (1+2i)-(4—>5i)=14+3i

1 3_4 3 4
b) (3+4i)'= = =———i
) B4 = e T By anB_a) 25 25

) (2+2i)% = (2v/2e/™/*)8 = 212127 = 4096
d) (=2 +20)* = (24/2ei37/4)* = 266137 = _g4
Oppgave 3
a) z;-7; =(2—2i)(2+2i)=22+(—2)>=8. Bemerkz -Z=a?+ D>
b) 212, =(2—2i)(—1+1i)=4i

7 2-20 _ (2—20)(-1—i) _
2y —1+i (=1+i)(=1—1i)

) 28 = (2v/2e!7/4)8 = 212¢7127 = 4096.
Oppgave 4

a) z kan presenteres med en halvsirkel med radien 1 et kompleksplan.
Img

. o . . . o . n .
b) Hvis at det a multipliser z med i kan bety a vri z med ) mot urretningen.

.1 =el®. em/Z — el(a+7r/2)
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Kontrolloppgaver - Kapittel 9

Oppgave 1
a) Hva er en differensialligning? Hva vil det si at y = y(x) er en Igsning til en differen-
sialligning.

b) Ta et eksempel for en linezer homogen differensiallligning. Ta et eksempel for en
ikke-linezar inhomogen differensiallligning.
¢) Klassifiser differensialligningen y’ + x2y — x —cos y = 0.
(orden, homogen/inhomogen, lineer/ikke-linezr)
Oppgave 2
Gitt differensialligningene:

a) y =x2y b) y' =xy?

Hva er stgrste forskjellen mellom disse? Lgs differensialligningene.

Oppgave 3
Lgs differensialligningene:
a) y+x=1 b) y+y=1
0 (1+x¥)y’+y=0 d) y =ysinx
e) y+2y=6 ) y'=12-3y
g y'=y2-y) h) y =12y -3y
Oppgave 4
Betrakt differensialligningen:
y'=y*=3y
a) Finn likevektlgsningen(e). Studere stabilitet til hver av disse(stabil, ustabil). Begrunn

svaret.
b) Gitt y(0)= 0, bestem y(1).(Her trenge du ikke a lgse differensiallignigen)

c) Lgs differensialligningen.
Gitt y(0) = 2, tegn grafen til lgsningskurven og regn ut y(1). Bestem ligrnoo y(x).
X—

Oppgave 5

dy _3c°+2t+5
Lgs differensiallignigen : o _traTs

P R gitt y(0) =3

Oppgave 6
Lgs differensialligningene

a) y'—y=1 b) y"—4y'+3y=3t+2
o yY'+4y=x 4 y"=9y

Oppgave 7
Et klasserom (20m x 4m x 2,5m ) inneholder i utgangspunktet frisk luft. Ved t = 0, en
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defekt varmesystem fgrer gass som inneholder 20% karbonmonoksid som skal pumpes
inn i rommet ved en hastighet p4 3 m® per minutt. Den godt blandede luft ventileres
ut i samme takt.

a) Forklar hvor fglgende startverdiproblem beskriver denne situasjonen:

dK 3
—=0,6———=K, K(0)=0
dt ’ 200 (0)

der K(t) er karbonmonoksid mengden ved tiden ¢t (malt i min.) i rommet.
b) Lgs startverdiproblemet.

¢) En karbonmonoksid-detektor i rommet utlgses nar karbonmonoksid nar 1%. Finn ti-
den nar detektoren vil varsle.

Oppgave 8
En hgyskolestudent skylder kr.10.000 til et kredittkort selskap, med en rente pa 10%
per ar. Studenten betalinger ned kontinuerlig med et konstant rate pd kr. 150 per

maned (kr. 1800 per ar).

a) Forklar hvor fglgende startverdiproblem beskriver denne situasjonen:

d
d_’; =0,1x—1800, x(0)=10.000

der x(t) er belgpet studenten skylder kredittkortselskapet ved tiden ¢t (malt i ar).

b) Lgs startverdi problemet. Regn ut nedbetalingstiden.

Oppgave 9
Betrakt differensialligningen:

y'=y*~y
Gitt y(0)= 0,9. Bestem tlil‘élo y(t). (Her trenge du ikke & lgse differensiallignigen).
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Kontrolloppgaver - Kapittel 10

Oppgave 1

Gitt to vektorer u=2i+j+2kogv=i—2k.

a) i) Bestem vinkelen mellom vektorerene u og v.
Bestem en enhetsvektor langs u. Bestem lengden til vektoren v langs u.
ii) Finn en vektor w; som star normalt pa badde u og v .
iii) Finn en vektor n; som star normalt pa bade u og v, og som har lengde 1.
Hvor mange slike vektorer finnes det?

b) i) Finn ei uttrykk for planet som gar gjennom punktet P = (2,—1, 3), og
som har vektoren w; som normalvektor.
ii) G& ut fra at de to vektorane w; og n; du fant i a) er ulike. Vil det bety noe
for planet du fant om du hadde valgt n; som normalvektor i steden for?

¢) i) Hva er den korteste avstanden fra origo til planet du har funnet i del b i)?
ii) Hva er den korteste avstanden fra punktet M(5,—3, 1) til planet i del b i)

Oppgave 2

a) Gittat w=u+v, der vivet at u L vog |u| = 3. La ogsé e vare en enhetsvektor rettet
motsatt av u.

i) Regn ut w- e. Angi skalarprojeksjonen av w inn pé en akse med samme retning
som e.

ii) Vi far ogsé oppgitt at |[v| = 2. Regn ut |w X e|.
Vi ser sa pa en kule med radius 4. Tenk pa punktet N som
kulas «nordpol», og M som kulas midtpunkt (sentrum).

— — .

Vektorene M B og MA er ortogonale, og de er tegnet i planet
—

som star vinkelrett pA MN og gar gjennom M.

b) Vi velger en ortonormert basis i, j og k med i langs
— —
MA og j langs MB.

i) Punktet P pa kuleflaten er gitt ved MP = 2i+
3j+ tk. Vis at da ma t = £+/3.

ii) Vi velger si t = +/3. Finn da likningen for pla-
net som gar gjennom P og star vinkelrett pa
MP. Sett origoi M.

iii) Bestem en enhetsvektor langs linjen som gar

gjennom A og N.
Oppgave 3

a) La n vare en enhetsnormalvektor til et plan. En vektor a, som har lengde |a| = 3,
ligger i planet.
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i) Forklar hvorfor b = a x n ogsé ligger i planet. Finn |b|, og deretter en enhets-
vektor i samme retning som b (uttrykt ved n og a).

ii) Anta sa at n =i+ 2j+ 2Kk. Vi har gitt vektoren AP = a = i— 2j+ 3k, der Aeret
punkt i planet og P et punkt utenfor planet. Finn skalarprojeksjonen av a inn
pa n. Finn ogsa avstanden fra P ned til planet.

b) Figuren viser en kule med radius 4 og sentrum i O. La N
og S veere «nordpol» og «sydpol» pa kulen. AB og CD er
to linjestykker som star vinkelrett pa hverandre, og som
ligger i «ekvatorplanet». Vi velger en hgyrehdnds ortonor-
mert basis {i,j,k}, der 5’4”1 og E\I)Hk. M ligger midt mel-
lom A og C. Et punkt P pa overflaten av kulen er gitt ved
0P = 2i+2j+2+2k. ‘

1‘762

—_— — — P
i) Sett opp vektorene CP, AN, OM og MN .

ii) Sett opp en normalvektor for planet gjennom M, A
og N.
Sett opp en enhetsvektor langs denne normalvekto-
ren. Bestem avstanden fra punktet P til dette planet.
Sett opp ligningen for planet gjennom M, A og N.
Bruk S som origo.
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Fasit - Kontrolloppgaver - Kapittel 10

Oppgave 1
u=2i+j+2kogv=i—2k.
a) i) cosO = vy ——i dermed 6 =107,3°
lullv] 35’ T
2,1,2 2
v u = [1’0,_2]M ==
ul 3 3
i j k
i) w, =uxv=[21,2]x[1,0,—2]=|9 1 92 |=[-26—1]
1 0 —2
Wy 1
iiliy)n,=—=—[-2,6,—1].
VU wy| VAl
n, = —n; = ——[2,—6, 1] (enhetsvektor i motsatt retning).
2 1 /a1 g

b) i) —2(x—2)+6(y +1)—1(z—3) =0 og dermed —2x + 6y —z = —13.

ii) Nei, det hadde ikke veert noe forskjell.

) 1 13 13v41
¢)i)d =|0P-ny| =|[2,-1,3]- —[—2,6,—1]| = |—z| =

/a1 NZs R

(minus fortegnet forteller at punktet P ligger pa andre siden til planet i forhold til
n,.

.. 1 16 16441
11)d=IMP-n1|=|[—3,2,2]-ﬁ[—2,6,—1]|=ﬁ: 21

Oppgave 2

a) Gittatw=u+v, dervivetatu_l vog |ul =3.Laogsé e vaere en enhetsvektor rettet

motsatt av u.

i) Nirw=u+vblirw-e=u-e+v-e. Nderu L vog e er parallell med u, derfor
er ogsd e 1 v, og altsd e - v= 0. N& er e motsatt rettet av u, og |u| = 3. Da blir
u=—3e,0ogu-e=—3(dae-e=1). Samlet blir altsa w-e = —3.

Dette er ogsa (per definisjon) skalarprojeksjonen av w inn pa en akse parallell
med e.

ii) Vi vet at |[w x e| = |w|-1-sinf, der 6 er vinkelen mellom w og e. Vi bruker
tilsvarende regneregel for vektorprodukt som for skalarprodukt i sted:

wxe=uxe+vxe=vxe fordiu| egiratuxe=0.

Vi far da (litt enklere) [w x e| =|vx e[ =|v|-1-sin(5) = 2.
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b) i) |ﬁ| = 4 (dette erradius i kulen). Vifaraltsa v22 + 32+ t2 =4, eller vt2 + 13 =
4, eller t?> +13 =16, som gir t = ++/3.

ii) Vi ma kjenne ett punkt i planet, og en normalvektor til planet. Vi kjenner P =

(2,3, v/3), og normalvektoren n = MP = 2i+ 3j + +/3k. For et vilkérlig punkt
Q = (x, y,z) i planet vil vi da ha likningen

n, (x —xo) +1,(y —yo) + (2 —2) =0
20x—2)+3(y —3)+V3(z—+v3)=0
2x+3y+V32=16

. . . . e _) é .
iii) Med origo i M kan vi skrive AN = AM + MN = —4i+ 4k. Lengden av denne er
|A—)N | = v/(—4)2 + 42 = 44/2. En enhetsvektor e har (per definisjon) lengde lik
ik at AN = — Lo _Lls. 1.
1, slik at AN = 44/2e, og e = 4ﬁAN =—pit 5l
Oppgave 3

a) i) Fordin er normal pd bade a og b, dermed de 2 vektorene ligger i samme plan.
|b| =|a x n| =|a||n|sin90° = |a| =3

ezng(axn)

ii) Anta sa at n =i+ 2j+ 2k. Vi har gitt vektoren AP =a =i— 2j+ 3k, der Aer et
punkt i planet og P et punkt utenfor planet. Finn skalarprojeksjonen av a inn
pa n. Finn ogsa avstanden fra P ned til planet.

1
a- X :[1’_233]_[152’2]:1
n| 3

Avstanden er da 1.

b)

i

q

ﬂ"

i) Nar i og k er bestemt i et hgyrehandssystem er ogsé j bestemt; den méa vere
— —
MC. Vektoren CP kan vi né skrive som

CP=0P—0C = (2i+2j+2v2k) — 4k = 2i — 2j + 2v/2k

63



Fasit- Kontrolloppgaver - kapittel 10 Matematikk i Praksis

—_ — —
AN = ON —OA =4k —4i=—4i+ 4k

2

W=t(4i+4j) gitt |W|=4 gir t=§

OM = 2v/2i + 2v2j
MN = ON —OM = 4k — (22 + 2v/2j) = —2v/Zi — 2v/2j + 4k.
ii) For a sette opp normalvektor for planet:

-

7 j k
n=MN x AN = —2J2 —242 4 =8(—1/§i+(1/§—2)j—\/§k)
4 0 4

En enhetsvektor langs normalvektoren er da:

n 8(—v2i+ (vV2—2)j— v2Kk) (—v2i+ (V2 —2)j — v2Kk)

nf 8V (V22 + (VZ—22+ (V2?2 V10—4+v2

For & bestemme et plan kan vi bruke et punkt i planet og en normalvektor. Ko-
ordinatene til punktet er A med S som origo kan bestemmes ved:

8—1)4 = §5 + 5)4 = 4k + 4i = 4i + 4k. Koordinatene til A er da (4,0, 4); koordi-
natene til et punkt er de samme som koordinatene (komponentene) til posi-

—
sjonsvektoren fra origo til punktet. Her er S origo, og posisjonsvektoren er SP.

Normalvektoren er n = MN x AN (alle tangentplan har vektoren fra sentrum
i kula (M) og ut til tangeringspunktet (P) som normalvektor). Med utgangs-
punkt i definisjonen av et plan (Mathema 1, side 255) kan vi da skrive opp
likningen

—V2(x—4)+(V2-2)(y—0)—V2(z—4)=0
—V2x+(V2—-2)y—v22+8V2=0

eller (multipliser med —+/2/2 p& begge sider) x +(v/2—1)y +z =8.
—
For & beregne avstanden, kan vi bruke skalar projeksjonen til AP inn pé n:
—_ > —
AP = 0P —0A=[-2,2,2v/2]
Avstanden er da:

.0 1 4(vV2—1)
AP - — =[-2,2,2+/2]- [1,vV2-1,1]= ———2
n] VI2+(V2-1)2+12 V5—24/2
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Kontrolloppgaver - Kapittel 11

Oppgave 1

En kvadratisk matrise A,,, kan diagonaliseres bare og bare hvis den har n lineart
uavhengige egenvektorer. Hvis A er diagonaliserbar, og A= MDM ™!, s er kolonnene
til M egenvektorene til A og D er diagonalmatrisen med de tilhgrende egenverdiene
pa diagonalen.

1 2 1 -2 — 1
a) GittA= ,B= og C = 4

2 -2 1 4 2 -3
Lgs egenverdiproblemet og diagonaliser matrisene.

b) Gitt differensialligningssystemer:

x'=x+2y x'=x—-2y x'=—4x -2y

0] (1) (11D

y'=2x—2y y' =x+4y y'=2x—3y

i) Lgs disse og tegn faseplan. Bestem likevektspunktet og karaktereriser likevekts-
punket (asymptotisk stabilt eller ustabilt)

ii) Bestem regningsderiverte i punktet (1,—1) og tegn inn retningen til lgsningskur-
ven i dette punktet i faseplanet.

Oppgave 2

(a) Gitt differensialligningssystemer:

x' =2x+2y x'==5x+y x'=x+2y

@ In (11D

y'=x+3y y' =4x—2y y' =3x+2y

a) Lgs differensialligningssystemer. Bestem likevektspunktet og karaktereriser
likevektspunket (asymptotisk stabilt eller ustabilt)

b) Bestem regningsderiverte i punktet (—1,2).
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Oppsummering- Differensialligningssystemer

1. Et 2 x 2 lineert homogent system av differensialligninger kan skrives som:

dx _ ax+b

dt Y
dy

—=cx+d

I X tdy

2. Egenverdiproblemet for A=
c d
1) Den karakteristiske ligningen for systemet gir to egenverdier: A2—(a +d)A+ad —

bc=0

Bemerk: A+ A, =a+d og A{A; =ad — bc

2) Egenvektorene bestemmes ved: (A— AI)x = 0.

Bemerk: Hvis egenverdiene er like, finner man den andre egenvektoren ved (A —
Al)vy =v;.

3. Likevektspunktet er der x’ = y’ = 0 og for dette systemet er origo (x, y) = (0,0)

4. Anta tilhgrende egenvektorer kan veere v; og v,. Lgsningen kan skrives om:
CyvieMt + Covyelt Ay # Aq (reelle)
I eM(VI(Cl + Czt) + Csz) A = A’l = Az (reelle)

For komplekse egenverdier, A = a = if3, som gir egenvektorene

1 1
vy = = wi] 0= p+iq
¢ +ib ¢ 0
kan lgsningen skrives pa formen (ikke vektlagt i pensum):
y= Cie*(pcosft—qsinft)+
Cye* (pcos 3t +qsinft)

5. Karakterisering av likevektpunktet

Egenverdi Likevektspunktet

A1 >00g A, >0 | Ustabilt (knutepunkt-ut)

A1 >00g A, <0 | Ustabilt (sadelpunkt)

A1 <0o0g A, <0 | Asymptotisk stabilt (knutepunkt-in )
A=a=xif a > 0 Ustabilt (Spiral ut- kilde)

a < 0 Asymptotisk stabilt (Spiral inn- sluk)

a = 0 stabilt (senter)
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6. Den generelle Igsningen til det linezere inhomogene differensialligningssystemet

d—x—ax+b +u
dt Y

dy
—=cx+dy+v
dt Y
. o X
der u og v er konsranter, kan skrives pa formen x = xy, + X, der x =
y

Xy, er lgsningen til den homogene differensialligningssystemet.
X, er lgsningen til :

x'=ax+by+u

y =cx+dy+v
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Fasit - Kontrolloppgaver - kapittel 11

Oppgave 1

a)

b)

-1 1 2
AM==3,v = eller 0g Ay =2,Vvy=

2 —2 1
Man kan sjekke:
A1+ Ay =a+d (summen av egenverdiene er lik summen til elementene pa hoveddia-
gonalen: —3+2 =1+ (—2) OK!)

AM=2,v; = 2 eller 2 0g Ay =3,Vvy= 1 eller
1 -1 1 -1
Sjekk: A+ A, =a+d :2+3 =1 +4 OK!
1 —
A=—5,v; = eller 0g Ay =—2,Vy, =
-1 1 2

Sjekk: A + Ay =a+d : =5+ (—2)=—4+(—3) OK!

—1 2
i) () Lgsning: = (o e 3t 4 C, et

y 2 1
Likevektspunktet er der x’ = y’ = 0 og dermed systemet har likevekt i (x,y) =
(0,0) ( Ustabilt : en av egenverdiene er positiv)

. —2 -1
(II) Lgsning: = C, e?t +C, et

y 1 1
Likevektspunktet er der x’ = y’ = 0 og dermed systemet har likevekt i (x,y) =
(0,0) (ustabilt : begge egenverdiene er positive)

. X -1 1
(III) Lgsning: =C et +C, e 2t

y 1 2

Likevektspunktet er der x’ = y’ =0 og
dermed systemet har likevekt i (x,y) = (0,0). (Asymtotisk stabilt: begge egen-
verdiene er negative)

ii) (I) Retningsderivert: (retningsderivert kan tegnes som en liten vektor [—3,2] ut
fra punktet (1,—1).

X -1 2 1 -3

y 0 —2 -1 2
(II) Retningsderivert: (retningsderivert kan tegnes som en liten vektor [3,—3] ut
fra punktet (1,—1).
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x| |1 -2 1| | 3
y 1 4 -1 -3
(III) Retningsderivert: (retningsderivert kan tegnes som en liten vektor [—5,5]

ut fra punktet (1,—1).

X —

-1

y e
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Oppgave 2
—2 1
ma | ¥ |=c¢ et +Cy et
y 1 1

Likevektspunktet er der x’ = y’ = 0 og

dermed systemet har likevekt i (x, y) = (0, 0).
Ustabilt (knutepunkt-ut)

b) Retningsderivert: (retningsderivert kan tegnes som
en vektor [2,5] ut fra punktet (—1, 2).

x| |22 —1] |2
y 1 3 2 5
1 —1
ma | ¥ |=¢ et +C, ot
y 4 1

Likevektspunktet er der x’ = y’ = 0 og

dermed systemet har likevekt i (x, y) = (0, 0).
Asymptotisk stabilt (knutepunkt-inn)

b) Retningsderivert: (retningsderivert kan tegnes som
en liten vektor [7,—8] ut fra punktet (—1,2).

x| | -5 1 1| | 7

y 4 —2 2 -8
ama) | ¥ |=¢ | 1 |ette,| 2 |

y -1 3

Likevektspunktet er der x’ = y’ = 0 og

dermed systemet har likevekt i (x, y) = (0, 0).
Ustabilt (knutepunkt-ut)

b) Retningsderivert: (retningsderivert kan tegnes som
en liten vektor retning til [3, 1] ut fra punktet (—1, 2).

x 1 2 -1 3
y 3 2 2 1
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Oppsummering- Differensialligningssystemer

1. Et 2 x 2 lineert homogent system av differensialligninger kan skrives som:

dx _ ax+b
dt Y
dy
— =cx+d
g —oxtdy
. Egenverdiproblemet for A=
c d

1) Den karakteristiske ligningen for systemet gir to egenverdier: A2—(a +d)A+ad —
bc=0

Bemerk: A+ A, =a+d og A{A; =ad — bc

2) Egenvektorene bestemmes ved: (A— AI)x = 0.

Bemerk: Hvis egenverdiene er like, finner man den andre egenvektoren ved (A —
Al)vy =v;.

. Likevektspunktet er der x’ = y’ = 0 og for dette systemet er origo (x, y) = (0,0)

. Anta tilhgrende egenvektorer kan veere v; og v,y. Lgsningen kan skrives om:
CyvieMt + Covyeltt Ay # Aq (reelle)

y =
e’llt(Vl(Cl + Czt) + C2V2) A]_ = 2’2 (reelle)

For komplekse egenverdier, A = a +if3, som gir egenvektorene

1 1
vy = = xi] 0= p+iq
¢ +ib ¢ 0
kan lgsningen skrives pa formen (ikke vektlagt i pensum):
y= Cie*(pcospt—qsinfit)+
Cye* (pcos Bt +qsinft)

. Karakterisering av likevektpunktet

Egenverdi Likevektspunktet

A1 >00g A, >0 | Ustabilt (knutepunkt-ut)

A1 >00g A, <0 | Ustabilt (sadelpunkt)

A1 <0o0g A, <0 | Asymptotisk stabilt (knutepunkt-in )
A=a=xif a > 0 Ustabilt (Spiral ut- kilde)

a < 0 Asymptotisk stabilt (Spiral inn- sluk)

a = 0 stabilt (senter)
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6. Den generelle Igsningen til det linezere inhomogene differensialligningssystemet

d—x—ax+b +u
dt Y

dy
—=cx+dy+v
dt Y
. o X
der u og v er konsranter, kan skrives pa formen x = xy, + X, der x =
y

Xy, er lgsningen til den homogene differensialligningssystemet.
X, er lgsningen til :

x'=ax+by+u

y =cx+dy+v
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Kontrolloppgaver - Kapittel 12
Oppgave 1
Gitt f(x,y) = x>y —2xy — %yz— % pa R2.

a) Bestem gradientvektoren i punktet P(0, 1). Lineariser f om punktet P. Sett opp lignin-
gen til nivdkurven i dette punktet.

b) Bestem stasjonere punkt og karakteriser disse.
c) Bestem hvor rask f endrer seg langs v = 3i + 4j

Oppgave 2
Lau =i=[1, 0] vare enhetsvektoren langs x.aksen, og la f(x,y) = y2e?* .

a) Finn gradienten i generelt (i punktet (x, y)) og spesielt i punktet (0, 2).
b) Hva er den retningsderiverte (0,2) langs i og generelt i punktet (x, y).

¢) Lané f(x,y,z) veere en vilkarlig differensierbar funksjon. Hva er den retningsderiverte
i retningene gitt av hhv. i , j og k (enhetsvektorene langs koordinataksene).

Oppgave 3

I et legeme er temperaturen i et punkt gitt ved funksjonen f (x, y,z) = 15e~% ~2"=3"
Varmeenergien strgmmer i den retningen temperaturen avtar raskest.

Angi en enhetsvektor som peker i den retningen varmeenergien strgmmer i punktet
med koordinater (1,—1,0).

Oppgave 4
En maur kryper langs en flate som kan beskrives som grafen til funksjonen gitt ved

3
flx,y) = g ycosx (med x—aksen pekende gstover og y—aksen nordover. Ved et

tidspunkt befinner mauren seg i punktet P(7t/6,4,3) og kryper i retningen gitt av
u = [—+/3,1]. Bestem retiningsderiverte i punktet P i retningen u

Oppgave 5
a) Bestem i hviken retning fra punktet P(2,—1) endrer f(x,y) = x2 + xy + y? raskest?
b) Finn evetuelle lokale ekstremalpunkt til f(x,y) = x> —y?—3x +2y.

Oppgave 6
100

Temperaturen i et punkt x, y er gitt ved: T(x,y) = ——
p P yerg Cey) =3 241

a) Hvordan se nivakurven ut?
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b)

Finn VT(x,y) og regn ut gradienten i punktet P(3,4). Bestem i hvilken retning fra
punktet P skal man reise for & fi oppleve temperaturen stgrst og i hvilken retning skal
man reise for a fa oppleve minste temperaturen. Hvor stor er temperaturen da?

c) Bestem i hvilken retning fra punktet P temperaturen hverken stiger eller synker.

d) Regn ut hvor rask temperaturen endrer seg i punktet P langs vektoren v = 5i + 12j.
e) Bestem retningensderiverte til T i punktet P mot punktet Q (7, 7).
Oppgave 7

Gitt funksjonen f(x,y)=x%2y —x?>—y +3.

a)
b)
<)
d)

Bestem partielle deriverte av 1. og 2. orden.
Bestem funksjonens eventuelle stasjonare punkt og karakteriser disse.
Bestem eventuelle ekstremalpunkt i omradet der —1 < x <20g0<x<2.

Regn ut gradientvektoren til f i punktet P(1,—1) som ligger pa flaten f og sett opp
tangentplanet til f i punktet P.
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Fasit - Kontrolloppgaver - Kapittel 12

Oppgave 1

a) Vf =[2y(x—1),x*—2x—y]. Vf =[-2,—1].

Linearisering (tangentplan)
z2=f(0,1)—2(x—0)—(y—1)=—-2—2x—y+1lellerg=—1—2x—y
nivé kurven : i = f(x, y) = f(0,1) =—2 eller

x2y —2xy—= y -5

b) Stasjonere punkt Vf =[0,0] og dermed:2y(x —1) = 0 og x2 —2x —y = 0 gir
(0,0),(2,0) og (1,—1).

For & karaktererisere md vi ha : f,, =2y, f,, = —1 0g f, = 2x — 2.

Ved & bestemme fortegnet til A = f,., - f),, —( fxy) i dlsse punktene far vi:

A(0,0) = —4 < 0 (sadel punkt)

A(2,0) = —4 < 0 (sadel punkt) og

A(1, —1) =2>0o0g f,, =—2 <0 (maks. punkt)

1
c) Vf- ﬁ_[ —2,— 15[3,412—

Oppgave 2
a) Vf =[2y%*",2ye*] og Vf(0,2) =[8,4]
b) Vf - 1:[8 4]-i=8,Vf-i=[2y%e?,2ye?]-i=2y2%e**

A Vf-i=f, Vf-j=f,0gVf-k=f,.

Oppgave 3
Vf(1,—1,0)=30e~>[—1,2,0], Siden varmen strommer den retningen temperaturen

. . . 1
avtar raskest blir retningen motsatt av gradienten, d.v.s. —[1,—2,0].

V5
Oppgave 4

Vf = ?[—y sinx,cosx] .
V3 V3

vi(n/6,4) = 212,21,
Vf(n/6,4): ﬁ—?[— 29 van= 2

Oppgave 5

a) Vf =[2x+y,x+2y]. Dermed Vf(2,—1) =[3,0].

I samme retning som gradienten er endringen st@rst.

b) f(x,y)=x%—y%2—3x+2y.

Identifisering: Vf = [3(x?—1),—2y + 2] =[0,0] gir (—1,1) og (1, 1).
Karakterisering : For 4 karaktererisere ma vi ha : f,, = 6x, f,, = —2 og f,, = 0. Ved
a bestemme fortegnet til A = fy, - f,,, —( fxy)2 i disse punktene far vi:
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A(—1,1)=12> 0 og f,, = —6 < 0: Lokalt maskimumspunkt.
A(1,1) =—12 < 0 gir ingen ekstremalpunkt (Sadelpunkt) .

Oppgave 6 100

T(x,y)= 2ry2e1

a)C= %}EH gir x2 +y? = % — 1 (sirkel).
—200x —200

VT =l i 2132)2(; (x2+y2 i e

VT(3,4)= [6—76’6—76]'

Stgrste temperaturendringen er i samme retning som gradienten og stgrste endringen

1| 6007 +800* 1000
erda: |VT|= 6;_62 = 576 ~1,48.

Gradienten gir retningen funksjonen (temperaturen) gker raskest. Temperaturen av-
tar raskest i motsatt retning.

¢) T hverken stiger eller synker i en retning normal pd gradienten i retning til u =
[4,—3] eller [—4,3]: daer VT -u=0.

—600 —800, 1 12600

v
d) VT(3,4) — =[——, ——1- —[5,12] =— ~—1,43.
) (3,4) |v]| |:676 676:| 13[ ] 8788
e) Retningen er da w = PQ = [4, 3] og dermed
w —600 —800. 1 —4800

VT(3,4) — =[——,——]1-=[4,3] = ~ 1,42,

(3,4 lw] 576 676 1 514317 3380
Oppgave 7

Gitt funksjonen f(x,y) =x%2y —x?>—y +3.
a) fe=2x(y—1), fy=x*~=1, fr =2(y = 1), f,, = 0 08 fyry, = 2x.
b) Identifisering : (1,1),(—1, 1) som er nullpunktene til partielle fgrste deriverte.

¢) Kandidatene til ekstremalpunkt:
1) Nullpunktene til partielle deriverte av fgrste orden: (1,1),(—1,1)
Ingen av disse var ekstremalpunkt. Se del b).

2) (—1,0),(2,0)og(2,1) som er hjgrner til definisjonsomradet ( (—1, 1) er ogsa et hjgr-

ne men det er ogsa nullpunkt for partielle deriverte av fgrste orden) f(—1,0) =3
f(2,0)=-1

f(2,1)=2.

Dermed:

(—1,0) er maksimumspunkt med maksimalverdi 3 og

(2,0) er minimumspunkt med minimalverdi —1.

Bestem eventuelle ekstremalpunkt i omradet der —1 < x <20g0<x<2.
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d) vT(1,-1)=[—4,0].
f(1,—1) = 2 og dermed tangentolanet gjennom punktet P blir da:
z2=2—4(x—1)+0(y +1) eller g =—4x + 6.
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