Uendelige rekker. Konvergens og konvergenskriterier

=]

Uendelig rekke: Z ap=a;+a, +az+a,+--

n=1

Et absolutt ngdvendig, men ikke tilstrekkelig vilkdr for konvergens er at:

lima, =0
n—-oo
Konvergens vha. delsummer
n
Delsummer: S, =Zal~ , dvs. S;=a;, S=a1+a, , S3=a;+ a, + a;, osv.

i=1

En uendelig rekke konvergerer med sum S hvis lim S, eksisterer

n—eo

| motsatt fall divergerer rekka.

Eksempel 1:

S E =B+

n=1

Delsummer:

s—(l) S, =S +(1)—3 S,=S +<1)—7 S,=S +(1)—15
17\g) 2271 T\g) T 3T \g) T T3 T \T6) T 16 0 T

m
Alt tyder pGat S =1limS, = lim (—) =1, dvs.rekka konvergerer med sum lik 1
n—ooo m-ee \M + 1

Eksempel 2:

isin(zn)—sin(z)+sin<2—ﬂ)+sin<3—n>+ =140-14+0+1+0—-1+
2 2 2 2 h

n=1

Delsummer:

51252255256:“':1 ) mens 53=S4=S7258="'=0

S, veksler ("oscillerer") mellom 0 og 1,dvs. limS,, eksisterer ikke. Rekka divergerer.
n—eo
Eksempel 3
m+1n+3) n+1 n+3
n=1 n=1

n

Delsum: Z (m +1 m+ 3)

m=1
_(1+11 +1)(1+1++1+1+1)_1+1 1 1
“\2 3 4 +1 45 n+l n+2 n+3/ 2 3 n+2 n+3
_ 1 1 5
RekkakonvergerermedsumSzllmSn=E+§=—
n—ooo
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Uendelige geometriske rekker

oo

(Uendelig) geometrisk rekke: Z a,=a+a-r+a-r’+a-r*+ .. = Z a-r*1

n=1 n=1
Delsum (nledd): S, =a (1+r+r24+r3+ .+ 1)
Da ma: T-Snza(r+7~2+r3+_"+rn—1+rn)

Det gir en formel for delsummen: S,—r S, =1 -7)S,=a(l—-1") =

g - 1-—rm
L
Viinnser at dersom |r| <1 wvil limr™ =0 og dermed:
n—-oo
S=1lll_T>Q,S” = 1=

Altsa: En uendelig geometrisk rekke konvergerer hvis og bare hvis |r| <1

p-rekketest
vl 11
p — rekker generelt: - = 1+ > + > 4o

hvor: p er et positivt tall

Rekka konvergerer hvis: p >1 og divergerer for: 0 <p <1

1 _ o1 2
Eksempler: Z 3 konvergerer fordi p=2 >1 , Zﬁ divergerer fordi p = 3 <1
n=

n=1

Med p =1 farvi den harmoniske rekke:

[oe]

Zl— 1+1+1+1+
n 2 3 4

n=1
[ henhold til kriteriet vil ogsa den harmoniske rekke divergere, dvs.

S=1limS§, - «©

n—oo

Likevel vil vi ofte stgte pa denne rekka fordi den danner et slags grensetilfelle mellom konvergens og
divergens og derfor er fin & sammenlikne andre rekker med.

Merk!

Selv nar en p-rekke konvergerer (p > 1), finnes det ingen enkel formel for 4 beregne summen
S=1limS§,

n—eo

Det gjelder generelt for de fleste uendelige rekker. ( Geometriske rekker er ett av fa unntak ).
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Integraltesten.

Metoden gar pa @ sammenlikne rekka
Z a, =a, +a,+az+a,+-- medenkontinuerlig funksjon f(x)
n=1

Det forutsettes at leddene er positive ( a;> 0 ), monotont avtagende ( a;;; < a;) og at:

f(n) =a,, forn=123,..

dz

da

—
=p) ds dg

v

Da ser vi av figuren (areal-betraktning) at:

Zan=a2+a3+--- < jf(x)dx < Zan=a1+a2+--~
1 n=1

n=2

Det innebaerer at rekka og integralet enten begge konvergerer eller begge divergerer.

Hvis integralet konvergerer, f fl)dx =C, maaltsd limS, =S
n—oo
1

Det er ikke dermed sagt at vi kjenner summen S selv om vi kjenner C.
(o] (o)

Men siden Z a, =a; + Z a, ,innebarerdet at: (S—a,)<C<S, eller: C<S<(C+ay)
n=1 n=2

[ee)

oo n
Vi kan 0gsa sette Z a, = Z a; + Z a; ogdermed: S=S,+R,

n=1 i=1 i=n+1

Hvor: S, er summen av de n fgrste leddene, og R, er restleddet

Med tilsvarende figurbetraktning som over finner vi da at:

ff(x)dx < R, < ff(x)dx

n+1
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Eksempel 1

_ 1 1 1 , 1
Gitt rekka: Zﬁz 1+Z+§+--- . Sammenlikner med f(x)z;
n=1
(1 17°
Sdx=|-2| =o-(n=1
[gax=[-3] =o-cv
1

Det betyr at rekka konvergerer siden integralet gjgr det, men vi er enna langt unna a finne summen S.

Sammenhengen C < S < (C + a,) gir bare indikasjonen: 1 < § < 2

50
1
Imidlertid finner vi lett pa en moderne kalkulator at f.eks. Ss, = Z 3 ~ 1,62513

n=1
_ F1 r1 1
Det gir et restledd f Fdx < Rgp < j Fdx - 3 < Rgp < =0
51 50
Ogdermed: S =S50+ Ry — 164474 < S < 1,64513
7.".2

(Med andre metoder kandetvises at: S = i 1,644934 )
Eksempel 2

_ 1 1 1 _ 1
Den harmoniske rekka: Z o= 1+ 5 + 3 + -+ . Sammenlikner med f(x) = o

n=1
f %dx = [In (x) ] =In(o) — In(1) = In () -

Det betyr at den harmoniske rekka divergerer, dvs. lim,_,..S,, — o , som tidligere nevnt.
Det kan likevel vaere morsomt a se hvor “langsomt den divergerer”.

Selv om rekka divergerer, vil en bestemt delsum veere endelig, dvs. C, < S, < (C, + 1)
10434

1
F.eks. C, = j —dx =In(10%*) = 434 -In(10) ~ 99,3
1

Det innebaerer altsd at S, ~ 1000 nar n = 10%3*

Til sammenlikning anslas antall elementaerpartikler i hele universet & veere i stgrrelsesorden 108°
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Jamfgringstesten ( Sammenlikningstesten )

Gitt 2 uendelige, positive rekker (a, ,b, > 0 forallen>1)

Zan=a1+a2+a3+---+ak+ak+1+--- og an=b1+b2+b3+---+bk+bk+1+---

n=1 n=1

Sistnevnte forutsettes a vaere en kjent rekke, dvs. en rekke vi med sikkerhet vet konvergerer eller divergerer.
Da har vi:

1) Z a, konvergerer dersom Z b, konvergerer og a, < b, foralle n>k

n=1 n=1
2) Z a, divergerer dersom Z b, divergererog a, = b, foralle n>k
n=1 n=1

( Punktet n = k er ngdvendig fordi de fgrste k leddene ikke avgjer om rekke konvergerer eller ei)

Eksempel 1

2 =1

SN I S S

ekka 1n(n+1) 1n(n+1) onvergerer
n= n=

[ee]

1 1
Begrunnelse: ZF konvergerer (eksempel 1,side 4), og m — foralle n=1
n=1

Eksempel 2
Rekk i ! di

ekka ——— divergerer

—V3n—2 g

B 1 L oL oraliens1 Zl lild'

egrunnelse: orallen=1, o — = — ) — divergerer

& V3n—2 = 3n g Liv3n 3L 3 7

At den siste summen divergerer vet vi ut i fra p-rekketesten side 2 ( Her: p = % <1)

Grensetest (tilleqq til jamf@ringstesten)

a
Hvis lim— eksisterer vil begge rekkene enten konvergere eller divergere

n-ee Dy
Eksempel
i b = i 1 u d Z Z 3n*+n
n = — konvergerer. Hva me a, = rn \/_
n=1 n=1
1 oo
a, 3n2+n n? ) 3+4 .
lim— = lim —|=lim| ———|=3 = O0gsa rekka Zan konvergerer
n-ee p, n—ooo TL4+\/_ 1 n—ooo 1+ 1
Vn? e
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Alternerende rekker

Alternerende rekker er rekker med vekselvis positive og negative ledd.
Z(—l)"“an =a;—a;+ag—a,+-+(Daq +- , med a, >0
n=1

Rekka konvergerer dersom a, > a,,, forallen>k og lima, =0
n—-oo

Dette kan vi illustrere grafisk siden delsummene S; =a,, S, =a,—a,, S, =a, —a, +a;, osv.

A
a1
S]_:al A
as
S3=a;—ax+as A
Ss A
S=limS, --t--d-cf-ocbcdooo-.
n—-oo
S4 Vv
—as
Szzal—az v
—ar
» N
1 2 3 4 5

Vi innser at delsummene ma narme seg en grenseverdi S, dvs. rekka konvergerer.

Eksempel 1

[oe]

(=1t 1 1 1 . . 1
E — = 1—c+-——4 onvergerer fordi den alternerer og lim a, = lim — =
1 + + k fordid It 1 1 0
n—-oo

T 27374 e

b

Eksempel 2

© n n

Z( DU Rekka alt lim a, = li =50
o ivergerer. ekica alternerer,men m dn = 1M - —— =3

=

Restledd i alternerende rekker:

Som f@r kan vi skrive: S=S, +R, , hvor R =restleddet. Bare n erstor nokslikat a, > a,,; ,innserviat
restleddet i absoluttverdi aldri kan bli stgrre enn fgrste utelatte ledd i delsummen.

n
Dvs. nar S, = Z(—l)i“ai , md 0 <|R,|< apsy
i=1
Eksempel:
x?  x3
e~ kan skrives som en alternerende rekke: e™* =1 —x + CTRRET] +
1)2 1,3
. . 1. (3) 13 3 1
Gir f.eks.med 3 ledd: e 3= S;+ R3 = 1_§+T+ R; =E+ Rs, hvor |R;| < ETRRET)
. . L 13 1 R _1
Siden 4.ledd egentlig er negativt innebaerer det: % 10 <es3< % = 0,7160 < e 3<0,7223

1
( Kontroll med kalkulator: e 3 = 0,7165)
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Absolutt konvergens

oo

Dersom rekka Zlanl konvergerer ,vil ogsé Zan konvergere

n=1 n=1
Dette gjelder uansett hvilket fortegn a,, matte ha.

Eksempel 1

o 1 1 1
Z o= =1+ + + =+ er geometrisk og konvergerer med sum S = —— =2

1
L 272'8 -1

1 1 1 1 1

=, —14+-——=——= +—4+- etc. konvergere

1 1
Dama ogsa rekkene: 1+=—~+=
amaogsarexkkene 8 16

1
2 4

1
Dvs. alle rekker : Z a,, med |a,| = o vil konvergere.

n=1

Eksempel 2

. 1 (D!
Fra tidligere: ZE divergerer, mens ZT konvergerer

n=1 n=1

1
Dvs. rekker med |a,| = _er bare betinget konvergente

Merk! Summen av en absolutt konvergent rekke er konstant, uansett i hvilken rekkefglge vi grupperer leddene.
Det behgver ikke veere tilfellet for en betinget konvergent rekke!

Forholdstesten ( d’Alemberts test)

En mye brukt test som bygger pa prinsippet for geometriske rekker.

La: Zan=(a0+a1+a2+---+an_1)+(an+an+1+an+2+---)=Sn+Rn

n=0

Viforutsetter at: |a,| > |ane1] > |ania] >

Som fgr nevnt vil delsummen S,, alltid vaere endelig, sa det holder egentlig @ undersgke restleddet R,,

a
Omskrevet: R, = a, (1 +L

An+2 Anti An+3 Gniz An+1
. + . . + ..
an An+1 an Ani2 Apyr an

An+1

Antandat: p = < 1. Damadetfinnes et konstant tall r slikat p<r <1

n

a
Mendamiogsé: R, < a,(1+r + r2+7r3+4..) = 1_—nr (Geometrisk rekke)
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Forholdstesten , forts...

Vi kan fglgelig konkludere med:

oo

Gitt rekka rekka: z a, La: p= lim

n—-oo

Ant1
an

n=0
Hvis p <1 = Rekka konvergerer absolutt.
Hvis p > 1 =  Rekka divergerer.

Hvis p=1 = Testen gir ikke noe svar. Vi ma prgve andre metoder.

Eksempel 1
O (=D n2n
Za”_z n!
n=1 n=1
a n+1).2ntt n! n+1)-2-2"-nl 2
p= lim |22 = lim ( ) . =1im(( ) )zlim<—)=0<1
n-w | a, n-ow (n+1)! n-2n n-o\(n+1)-n!-n-2" n-w \n

Rekka konvergerer absolutt. (Merk! Vi behgver ikke ta hensyn til fortegnsbyttet (—1)" fordi vi regner i absoluttverdier ).

Eksempel 2

Testen fungerer ogsa utmerket for potensrekker.

o (DMt 1 1
ZT— X EX +§x +
n=

Ant1

= lim
,0 n—oo aTL

xn+1 n n

-t (o ) = im G ) =10

Betyr:
Rekka konvergerer absoluttnar p=|x| <1 , dvs. for -1 < x < 1
Rekka divergerer for | x| > 1

For p=|x| =1, dvs. x =41, girikke testen noe svar. Men innsatt i rekka far vi:

(=)™ 1n 11
Med x = 1: ZTZ 1—E+§+--- = Konvergerer (jfr. eks.2,side7)

n=1
T S G ) G 1.1 . . .
Med x = —1: =~ 1+ 5 + 3 + - = Divergerer (jfr. harmoniske rekke)
n=1

Konklusjon:

Rekka konvergererfor —1 < x < 1 eller ekvivalent: x € (-1, 1]
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Rottesten

Har: Z a, . Sett: p=1limY/|a,]|
n-oo
n=1

Akkurat som for forholdstesten:

Hvis p <1 = Rekka konvergerer absolutt.
Hvis p > 1 =  Rekka divergerer.

Hvis p=1 = Testen gir ikke noe svar. Vi ma prgve andre metoder.

Eksempel

i LI S I S
A2t 2 8 4" 32 16

n=

1
--1<1

n 1
= lim ¥/| a,, | = lim = lim ———— =
p L | a, | o nooo I—Zn D" 2

[ee]

Rekka konvergerer absolutt.

Merk!

Siden rekka konvergerer absolutt kan vi stokke om rekkefglgen pa leddene uten at summen endres.

1+ =1+ 1+1+1+ = ! =2 (G trisk
3 . = >t 3 8 = 1_1— (Geometrisk)
2

1
Dvs.S=E+1+ + -+

| =
S
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"Flytskjema” for a avgjgre om en uendelig rekke konvergerer

: nei
n' te ledd-testen. { n“_r)nooan =07 —> Rekka divergerer.
ja/ kanskje
\ 4 (" N
. ! ;
) 2 a | Konvergerertil = hvis |ri<1
Geometrisk rekke? [ Yap=atar+ar®+... 7 2 1-r u
- ) Divergerer hvis r >1
. N J
nei
e N
o 1 ja Konvergerer hvis p>1
p-rekke test. Er rekka pé& formen Y ip ? >
_1n . .
n=1 J Divergerer hvis p<1
. \ J
nei
Ikke-negative ledd Konvergerer z‘an‘ 2 4 )
. . . ja Ogsé& den opprinnelige rekka
Eg/eller absolutt Anvend jamfgrings-, integral-, 2, k(?nver ere?p NNENg
Onvergens. forholds- og/eller rot-testen. gerer.
& /
nei / kanskje
\ 4
ia Finnes et heltall N slik at
Alternerende Ya, =Up —Up +Ug—.... ? )
rekke test. UN ZUN4p = o
nei
v
2 nei .
Prgv hva du kan oppna med Ja
delsummer ( jfr. eksempler s.1),

sgk i mer avanserte lerebgker,
forsgk Maple, Matlab, etc.

A

Konvergerer hvis lim u, —»0
n—oo

Divergerer i motsatt fall.
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