Kapittel 2

Komplekse tall

2.1 Kompleksetall-Oppsummering

Kvadratroten av —1 ma veere en lgsning til ligningen x> = —1, om den finnes. Tallet i kalles den

imagincere enheten og er det vi trenger for a definere de komplekse tallene.

Et Komplekst tall pa kartesisk(standard), polar(eksponentialform) og trigonometrisk form

Den imagineere enheten, i, er definert som kvadratroten av —1, i = v/—1. Et komplekst tall kan
skrives pa formen z = a + ib, der x er realdelen og iy er den imagineerdelen. Et komplekst tall
kan presenteres pa standard(kartersisk), eksponential(polar)og trigonometrisk form:

0

z=a+ib=reY =rcosO+irsinf

der r og 6 kalles modulus og argumentet til z henholdsvis.
Den konjugerte av et komplekst tall z = a + ib er definert ved Z =a+ ib =a —ib. zog z er
speilet om den reelle aksen.

z-z=(a+ib)(a—ib) = a®+b*=r?

Formler

Fra kartesisk(standard) til polar(eksponentialform)

' b
z=a+ib—s z=re® der r=va2+ b2 og 9:tan_1(g)

Fra polar(eksponentialform) til kartesisk(standard):
z=rel® — z=a+ib,dera=rcosOogb=rsinb

Nuyttig & huske

i=v-1 el? —

P=ii=-1 el = —1

3=i-il=—j 3= (eiﬂ/2)3 ei3n/2 i

[4 = L'Z [2 =1 i4 (eiﬂ)Z — eiZJ'r =1

l-2n — (iZ)n — (_1)n iZn — (eiﬂ/Z)(Zn) — el — (_1)n

i(2’7+1) =- l'Zn = (_1)n l-(Zn—1) — (eirr/Z)(2n—1) — ei(Zn—1)JT/2 = (_1)n
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Regneregler
Betrakt to komplekse tall: z1 = a4 + iby and z2 = a, + iby, sa gjelder det:
71 £ 20 = (a1 + ib1) £ i(az + iby)

= (a1 £ a2) + (b1 £ by)

7122 = (a1 + ib1)i(az + ib))
= (a1a2 — b1bz) + i(a1b2 + azbn)

z _(01 + [b1) (01 + [b1)(02 — ibz)

z; (a2 +iby) (a2 + iby)(az — ib2)
_ (a1 + ib1)(a2 — iby) _ (a102 + b1b)) + i(azb1 — a1by)
a3 + b3 a’ + b3

2.2 Kontrollspgrsmal(refleksjon over definisjoner og teorier)

Oppgave 2.2.1:

a) Kan man si hvis et tall er et reelt tall(R), sa er det ogsa et komplekst tall. alle reelle tall er
komplekse tall(C)?

b) Hvor ligger alle reelle tall i det komplekse planet?
c) Hvor ligger komplekse tall pa formen z = ai, der a er et reelt tall, i det komplekse planet?

d) Kan vi si kvadratet til et rent imagineert tall pa formen z = ai, der a # 0, er et reelt negativt
tall?

Oppgave 2.2.2:
a) Den imagineere delen til z = a + ib er b eller ib?

b) Hva er den reelle og imagineere delen til z = i(a + ib)?

c) Hva er den reelle og imagineere delen til z = E,?
i

Oppgave 2.2.3:

a) Forklar hvorfor det & gang et kompleksttall z med i (imaginaerehnet) er det samme som & vri
det tallet med 90° mot urretning.

b) Forklar hvorfor det & dele et kompleksttall z med i (imagineerehnet) er det samme som a vri
det tallet med 90° i urretning.

Oppgave 2.2.4:
a) Skriv i, i3 og i* pa standardform(kartesisk form)
b) Skriv V/i og V/i pa standardform(kartesisk form).

2.3 Kontrolloppgaver(fordypning av metoder oq teorier)

Oppgave 2.3.1: Lgs ligningene:
a) x> +9=0
b) 22 —4z+5=0
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Oppgave 2.3.2: Regn ut og skriv svarene pa standardform(kartesisk form):
a) (1+2i)- (4 —5i)
b) (3 + 4i)~"
o) (2+2i)?
d) (=1 —V30)°

Oppgave 2.3.3: Regn ut og skriv svarene pa standardform(kartesisk form):
a) (2+3i)-(1—2i
b) 2 + i
i
2+
T2
d) 2+i)"
e) (—2 4+ 2i)®
f) (=2 —2i)*

Oppgave 2.3.4: Gitt 21y =2—-2i, 2= -1+ i
_ Z1
a) Regn ut z1 -z1, 2122 0og —.
2
b) Regn ut : 218.
Oppgave 2.3.5: Gitt z = el der0<a<m
a) Tegn inn z i et kompleksplan.

7T
b) Hvis at det & multipliser z med i kan bety a vri z med 5 mot urretningen.

241 )1051
—142i )

Oppgave 2.3.6: Skriv tallet ji‘éi pa bade kartesisk form og polar form. Beregn

Oppgave 2.3.7: Los de komplekse likningene.
a) z—2i=2iz+1
b) 22 —4z4+13=0
Oppgave 2.3.8: Regn ut w og marker dem som punkter i det komplekse planet.
a) w2 =12-12V3..
b) w3 = -8.
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Fasit

Oppgave 2.2.1:

a) lJa
b) Pa reelle aksen.
c) Pa den imagineere aksen.
d) ja: 22 = (ai)? = a?i’ = —a?
Oppgave 2.2.2:
a) Im(z)=0»b
b) Re(z) = —b og Im(z) = a
) z= 9.0((71[; = —ai og dermedRe(z) = 0 og Im(z) = —a

Oppgave 2.2.3:

a) z-i=el%7 = ¢il0+3)
i0
b) 7 = e_ = e[(@—%)
e7
Oppgave 2.2.4:
a) —1, —iog1

N

b) Vi= (eiT2)12 = eim/t — = (7 ,
Oppgave 2.3.1:

a) z==3

b) z=2=+i

Oppgave 2.3.2:
a) (1+2i)-(4—-5))=14+3i
1
b) B+4i)"= EPwT
-4 34,
3+4i)3—4i) 25 25
o)
(2 + 2i)8 = (2V2e%)8 = 21227 — 4096
d) (=1 —30)° =230 = 20ei®7 = 64
Oppgave 2.3.3:
a) 8—1i
b) 1—2i

\fZ L \[) \3/{ — (ein/2)1/3 — oiml6 —

= +i(3)

o8
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c) i
d) % —i15
e) 4096

f) —64

Oppgave 2.3.4:

a) z21-Z1=(2-2))2+2)=2>+(-2>=8. Bemerkz-z = a? + b

212y = (2 — 2[)(—1 + i) =4i
2 220 (2-2i)(-1-1)

2 140 (14 0i)(=1-=1i)

b) Z? — (Zﬁe[—ﬂ'H)S — 212e—£2n
= 4096.

=2

Oppgave 2.3.5:

a) z kan presenteres med en halvsirkel med radien 1 et kompleksplan.

T
b) Hvis at det & multipliser z med i kan bety a vri z med 5 mot urretningen.

7.0 = el®. o2 — pila+7/2)

Oppgave 2.3.6:
—i= efiﬂ/z
(_i)1051 — (e—iﬂ/2)1051 — e—524ﬂe—i3ﬂ/2 =

Oppgave 2.3.7:
a) —3/5+i4/5
’ Lesningsforslag ‘

z — 2i = 2iz + 1 Likningen er lgst, men vi ma forenkle svaret (til kartesisk form).

z(1=2i) =14 2ii
1420
T 1=2i

z

L1420 (14201 +20) 1+ 204 20+ 482

T T =200 x2) 12422

b) z=2+3i
’ Lesningsforslag ‘

72—-47+13=0

2-1
4++v-36
7 =
2
L _ 46
2
z=2+3i

Oppgave 2.3.8:
a) +(3vV2—-Vbi)

= —3/5+4/5i
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b) 263 =1+iV3
el = -2
291571/3 =1— l\ﬁ
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