dx
Pl ax+ by
Linezere differensialligningssystemer pa formen
F}[/ =cx+dy

Betrakt falgende system av lineaere homogene difsga#tigninger av 1. orden med
konstante koeffisienter:

2(:ax+ by

b
glt eller %{X} :{a dM X} eller %X =AX
—Btlzcx+ dy yi Le Y

11.2.1 Lgsningsmetoden

Dersom vi kan finne en konstaitog en tilhgrende vektdf slik at systemets respons pa
denne vektoren forplanter seg i vektorens retrikag,vi skrive: AV = AV eller

(A=Al =0.

En ikke-triviell Igsning av dette ligningssystemegver at determinanten til
koeffisientmatrisen ma settes lik null for & faékkivielle lgsninger det(A — Al )= 0.
Denne ligningen kalles systemé&trakteristiske ligningpg lgsningen gir egenverdiene til
lineaere tids-invariante systemet. Egenverdienawgjgrende betydning for systemets
tidsrespons. De identifiserer systemets oppfedeegv navnet karakteristisk ligning.
Diagonalisering

En tilstandsrommodell gir ikke en éntydig beskrbesyv et tidsinvariant system, det fins
mange sett med differensialligninger som kan besksamme system. Et sett med lineaere
differensial ligninger kan transformeres til et ahsett av linegere differensialligninger. En
slik lineaer transformasjon som er spesielt nyrglen som transformerer systemet til et
diagonalt system, som betyr at systemmatriserehldiagonal matrise (se kap. 3.1)

1) Farst bestemmer vi egenverdiene:

=0=  A?-(a+d)A+(ad- by =0.

a-A b‘

a+d+/A

Det kan vises at Igsningene & der A =(a+d)*-4(ad- b9

og dermedA, +A, =a+d og A 4, =ad-bc.
Sjekk alltid far du regner egenvektorene: A, + A, = spor( A, det vil si summen av
egenvektorene er lik summen til elementene pa hovetiagonalen

2) Deretter regner vi egenvektore(@ — A1)V =0.

3) Lasningene til differensialligningen kan klassifise slik:

! Et homogent linezert ligningssysteBX =0 har ikke trivielle lgsningerX #0) nar detB )= C



i) 2 forskjellige reelle egenverdiergktlagt)

D}:Cleﬂﬂvﬁ Cé?\ der(A—/ill)\71 =0 og (A—/lzl)\72 =0

(i) og (iii) IKKE vektlagt
i) 2 like reelle egenverdier:

m:clent\/lJr Cé(V# V) der(A-AI)Vi=0 og(A-Al)V,=V;

1 1 1 0
iif) 2 komplekse egenverdied =a xiff og V, = V= = =a+ib
p+ié p+io 7, P2

=C,€" (acosft-bsinBt C € @ coBt+b sift

eller:

=€e"(CcospBt+ C, sinBta+ € (G coB t C sif th




Stabilitet for lineaere og nesten-lineaere systemer
La A1 0ogX2 veere egenverdiene for koeffisientmatrigefor det todimensjonale linegere
systemet som er omtalt, ogdd — bc+# 0. Da er det kritiske punktet (0, 0)

1. Asymptotisk stabilt hvis begge realverdieneélawgi. er negative (Eksempel 11.2)
2. Stabilt, men ikke asymptotisk hvis begge er 0O,
3. Ustabilt hvisi: elleriz har en positiv reell verdi. (Eksempel 11.1, 3.3304)

DX = ax+ by+ 1(x )
Hvis man ser péet nesten-lineaere system tOI
S=oxkdyr {x Y

som har (0, 0) som et isolert kritisk punkt, vit i@ andre stabilitetsegenskaper enn linesere
systemer. Det er fordi man far sma forandringetéfdalene med hgyere orderogs). |

kapittel 3.7kommer vi til & studere ikke-lineseystemer. Hvisr (x,y)og s(x, y) bestar av
ledd som har potenssum hgyere enn 1 (for eksenipey?, xLy,x37, osv.) , vil disse
leddene bli forsvinnende sma i neerheten av 0. D&en disse neglisjeres, og man star igjen

dx _
— =ax+ by
med detinearisertesystemet: y . (Se Eksempel 11.11 b))
—==cx+d
dt Y
Karakterisering av likevektspunktet
Egenverdier likevektspunktet | Stabilitet
Reelle og begge negatixe< A, <0 Knutepunkt (inn) Asymptotisk stabilt
Reelle og ulike fortegn A1 <0 <X, | Sadelpunkt Ustabilt
Reelle og begge positivé > A, >0 Knutepunkt(ut) Ustabilt

Kompleksetall,a i, a >0 Spiral (ut) — Kilde | Ustabilt

Kompleksetall,a i3, a <0

Spiral (inn) — Sluk

Asymptotisk stabilt

Kompleksetall,zig, a =0

Senter

Omlgpsstabilt

11.3 Eksempler




Oppsummering —Faseplan og karakterisering av likevektspunkt

Karakterisering av likevektspunkt og faseplan

derx = 0 er et kritisk punkt(x, y) = (0,0)

= ax+ by

2(
tﬂt eller %{X} :{a
Yo ox+ dy y ¢
dt

b
d

I

y

Saddle Point - Unstable
x

A, <0< A, (motsatt fortegn):
Ustabilt

Sadelpunkt

Node - Asymptotically Stable
x

N
i

A <A, <0 (begge negative)
Asymptotisk stabil

Knutepunkt (inn)
Sluk

A, > A, >0 (begge positive)
Ustabilt

Knutepunkt(ut)
Kilde

Spiral - Asymptotically Stable
x2

Spiral - Unstable
x2

Spiral, A ,=aip

Kilde (ustabilt), a >0.

Sluk (asymptotisk stabil), a <0

e
8
.

er - Stable
X2

Y

Senter (stabil), A,,=%i8 , a=0




